EPFL Peter Wittwer
Section PH 8 mai 2025

Analyse avancée II — Corrigé de la série 11A

Echauffement.

On obtient les points stationnaires de la fonction f en résolvant le systeme

. fx(x>y):2x_2:0 — 1
Ve {fy<x,y>:2y—1:0 v s

1
2

ate) = (o) ) () <4

et Ai(z,y) = feu(z,y) =2, 0n a AQ(l, %) >0 et Al(l, %) > 0 et la fonction f atteint donc

un minimum local au point (1, %) ou elle vaut f(l, %) = —i (Fig. 1).

Le seul point stationnaire de f est donc (1 ) Puisque

Exercice 1.
Pour les cas i) — iv) on peut utiliser la matrice hessienne H en (0,0) qui est diagonale. On a:
i) det H=2>>0et H;; =2>0 = le point (0,0) est un minimum (en fait global);
i) det H=2-(—2) <0 = il s’agit d’un point selle;
iii) det H=(—2)-2<0 = il s’agit d'un point selle;
w) det H=(—2)>>0et H;=-2<0 = le point (0,0) est un maximum (en fait global).
Pour les cas v) — viii) on ne peut pas utiliser la matrice hessienne parce que celle-ci est nulle.

v) Comme f(z,y) = 2* +y* > 0 = f(0,0) pour tout (x,y) # (0,0), le point (0,0) est le
minimum global.

vi) Soit € > 0. Alors f(£,0) = &* > 0 = £(0,0) > f(0,6) = —¢&*, donc (0,0) est un point
selle.

vii) Aussi un point selle: f(e,0) = —e* < 0= f(0,0) < f(0,e) = &* pour tout £ > 0.

vitt) f(z,y) = —(z* + y*) < 0 pour tout (z,y) # (0,0), donc (0,0) est le maximum global
de f.

Exercice 2.

i) Comme la matrice A est symétrique, il existe une matrice orthogonale V' de vecteurs
propres de A telle que A = VDV?T, olt D est la matrice diagonale contenant les valeurs
propres de A. On a

det(A—A)=(6-ANB—-X)—4=X -9\ +14=0 & M=T et X=2.

Les vecteurs propres satisfont alors

6v1 — 2091 = \on 2
A'Ul = )\1’01 = = v =
—2011 + 3v21 = A\
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i)

i)

Avs = \ov N 6v12 — 2090 = Aa¥12 N vy — 1
2 e —2019 + 3V99 = AgU99 2 2

Pour construire la matrice orthogonale V' il faut normer les vecteurs propres. Comme

2 1
||vl||=||’v2||:\/5,onaV: ( \/51 ?) et donc
Vs V5

2 1 2 1

T N 70 Vs b
A=VDV :<_L 1) (0 2) <L 1)'
NN N

Le développement limité d’ordre 2 de f au voisinage de (g, yo) est, en écrivant h = x — x
et k= Y—"%Yo,

f(z,y) = f(wo,90) + % (h k) Hy(xo, o) (Z) + o(d?), d=vVh?+k2.

Comme la matrice hessienne H := Hf(xg,yo) est symétrique, on peut la diagonaliser

comme H = UDUT, ou D = ( > et les colonnes de U sont les vecteurs propres

0 A

normés de H. Ainsi

o oot () +o@ =500 (3 1)) (7) + st

= —(Ath? + Mok?) + o(d?)

f(x,y) - f(x(byo)

l\i)lr—A l\.’)lr—k

k k

arbitrairement petit en considérant un voisinage adéquat.

e Si A >0et >0, 0ona\h%+ Xk?>0. Ainsi f(x,y) > f(20,%0) pour tout (z,y)
dans un voisinage de (o, o) et (zo,yo) est un minimum local.

e Si )\ <0etA<0,onah?+ Xk?<0. Ainsi f(x,y) < f(2o,%0) pour tout (z,y)
dans un voisinage de (zg,vo) et (zo, yo) est un maximum local.

< (h h . L
ou (—) = UT ( ) Dans la suite, on va négliger 'erreur parce qu’on peut la rendre

e Si A\ > 0et )y <0 (par exemple, lautre cas est trés similaire), on a \\h? > 0 et
Aok? < 0. Ainsi f(z,y) > f(zo,40) si k = 0et f(x,y) < f(zo,%0) si h = 0. Plus
précisément, en définissant

(=G @) o G)=(G)rv) ame

on peut dans tout voisinage de (xg, o) trouver des points (x1,y1) et (z2,ys2) tels que
fx1,11) < f(xo,y0) < f(x2,92). Ainsi (xg,yo) est un point selle (cf. définition du

cours).
L’unique point stationnaire de f est (0,0) et on a Hf(0,0) = (2 O) qui a les valeurs
propres A1 = 4 et \y = —4. La matrice des vecteurs propres correspondants est

7504

2



et donc

0= ()50 ) 0) -5 0
11 suit que

Flasy) = 5 (12— 157) =2 ((%) - (Jf)) — () ()’

et a partir de cette expression, il est facile a voir que (0,0) est un point selle de f (en fait,
flz,y) = gz +y,x —y) ot g(u,v) = u?* — v? voir cas ii) de 'Ex. 7).

Exercice 3.

1)

i)

Le systeme fuli,) = —sin(a) =0
fy(x,y) =6y =0
donne les point stationnaires (x,y) = (km,0) avec k € Z. Puisque

Ao(z,y) = det (_ C%S(x) 2) = —6cos(z),
on a
—6, Kk pair
6, k impair

AQ(]C’/T,O) = {

Les points (km,0) avec k pair sont donc des points selle avec f(km,0) = 3 tandis que pour
k impair, I'égalité A;(km,0) = —cos(km) = 1 > 0 implique que f admet des minimums
locaux aux points (km,0) avec f(km,0) =1 (Fig. 2).

Comme

B =32 n=0 L o,
fylz,y) = =3y* + 22+ 2y =0

le seul point stationnaire de la fonction f est (0,0). Puisque

6z + 2 2 B
Ao(z,y) = det( 5 Gy + 2) = —36zy + 122 — 12y,

on a Ay(0,0) =0 ce qui ne permet pas de conclure sur la nature du point stationnaire.
Mais comme f(z,—z) =223 et f(0,0) =0, la fonction f prend dans tout voisinage de
(0,0) des valeurs positives et négatives; elle admet donc un point selle en (0,0), cf. Fig. 3.
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i) On a

{fw(W) e o = (z,y) = (0,0),

fy(z,y) =2y(x —2y*) =0

et donc le seul point stationnaire de la fonction f est (0,0). On trouve ensuite

_ —6 2y _ 2 . o
Ao(z,y) = det<2y op — 12y2> = 68y~ — 12z, d’ot A2(0,0) =0.

En isolant un carré parfait dans f(x,y), on obtient

2\ 2
f(af,y)z—i%(a:—%> L R

ce qui implique f(z,y) < 0 pour tout (z,y) € R?. Comme f(0,0) = 0, la fonction f admet
un maximum local en (0,0), cf. Fig. 4.

Remarque: Puisque f(z,y) =0 = (z,y) = (0,0), le maximum de f en (0,0) est absolu.

Exercice 4.

i) On résout le systeme

folz,y,2) = —do + 4y =0
fy(z,y,2) = 4oz — 10y + 2z =0
fZ(x7y7Z): 2y — 2z =0

pour obtenir le seul point stationnaire (0,0,0). Ensuite on calcule le hessien et les mineurs
principaux dominants de la matrice hessienne:

4 4 0 0
As(z,y,2z) =det| 4 =10 2 |, As(x,y, 2) = det
0 9 _9 4 10

et  A(z,y,2)=—4.
En (0,0,0) on a
A1(0,0,0) = -4 <0, A(0,0,0) =24>0 et A3(0,0,0) = —32 <0,

et donc la fonction f admet un maximum local en (0,0,0) et f(0,0,0) = 2.
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it) Pour trouver les points stationnaire, on doit résoudre le systéme

folz,y,2) = 4x—32> =0 dr —322=0
fy($ay>z): 3y2_3 =0 g 3(y2_1)20
fo(z,y,2) = —6xz+6z =0 —6z(z —1)=0

Donc y = £1 et soit z = 0 (ce qui implique z = 0), soit x = 1 (ce qui implique z = :I:\/lg)
Les points stationnaires de f sont alors

2 2 2
010 ©0.-10. (L1%). (L-1F). (L1-F) o (L-1-%).

Ensuite on a

4 0 —6z
As(z,y,2) =det He(z,y,2) =det| 0 6y 0 = —T72y(2(z — 1) + 32%),
—6z 0 —6(x—1)

4 0
As(z,y,z) = det <O Gy) =24y et Ai(z,y,2)=4.

Evaluées aux points stationnaires ces expressions valent

As(0,1,0) = 144 > 0, A5(0,1,0) =24 > 0
As(0,—1,0) = —144 < 0, As(0,-1,0) = —24 < 0
<,1,%>:—288<0, (,1,%): 24> 0
( 1,\%):288>O, ( 1,%):—24<0
( %) — 9288 < 0, A2(1,1,—l) —24>0
A3< , —7§> — 288 > 0, A2< —75) — 24<0

Comme A; > 0, f a un minimum local en (0, 1,0) ou f(0,1,0) = 2, et tous les autres points
stationnaires sont des points selle (voir schéma du cours).

Exercice 5.

i) Comme la fonction f admet des dérivées partielles partout a l'intérieur du domaine D, ses
extremums absolus se trouvent parmi les points stationnaires a l'intérieur ou sur le bord de

D.
Points stationnaires a l'intérieur de D:

e e Al ed SR A TR

Puisque

Ao(z,y) = det (_21 _21) =3>0 et Ai(z,y) =2>0,

le point (1,1) est un minimum local de f. De plus on a f(1,1) = —1.
Sur le bord de D on a:




Notons d’abord que le bord de D est I'union des trois sous-ensembles suivants de R?:
{(,0): 0 <2 <3}U{(0,y) :0<y <3}U{(x,3—2x):0<x<3}.

L’évaluation de la fonction f sur le bord donne

1\* 1
f(z,0) =2 —x <:1: 2) 1 0<xz<3,
1\* 1
fOy)=y"—y=(y—5) — =, 0<y<3,
2 4
) 3\ 1
f(z,3—xz)=3(z"—-32x+2)=3 z=5) =7l 0<z<3.

1’idée est maintenant de chercher les extremums de ces fonctions unidimensionnelles dans le

domaine précisé qui se trouvent soit aux points stationnaires soit aux extrémités du domaine
(cf. Analyse I). Notons d’abord g(z) = f(z,0). Alors ¢'(z) =2(z—3) =0 & z =3
et g (%) = —i. Puisque ¢”(z) =2 > 0, ¢ a un minimum local en = = % De plus on a

g(0) =0 et ¢g(3)=6. On a donc

max f(z,0) = f(3,0) =6 et min f(z,0) = f (1 0) = —1.

0<z<3 0<z<3 2’ 4

De méme, on cherche les extremums des fonctions h(y) = f(0,y) et k(z) = f(x,3 — z). La
fonction h a exactement le méme comportement que g et pour k on a

M@ =6l-=0 @ a=i k@)=
K'(z) =6 >0 (= minimum local), k(0) = k(3) = 6,
si bien qu’on obtient
fax f(0,y) = f(0,3) =6, Join £(0,9) = £ (0,3) = =3
max f(z,3 =) = f(3,0) = f(0.3) =6, min f(x.3-z)=f(5, H=-1.
1 s’en suit que f admet un minimum absolu en (1, 1) de valeur f(1,1) = —1 et des maximums

absolus en (3,0) et en (0,3) de valeur f(3,0) = f(0,3) = 6, voir Fig. 5.

i1) Comme f est de classe C? sur D, ses extremums absolus se trouvent soit en un point
stationnaire a l'intérieur de D, soit sur le bord de D.

Points stationnaires a U'intérieur de D:

fm(I,y)z dr — y — 6=0 B
{fy(%y)z —z + 4y — 6=0 = (z,)=(22).

Puisque
4

As(,y) = det<

le point (2,2) est un minimum local de f. De plus on a f(2,2) = —12.
Sur le bord de D on a:

1_41):15>0 et A(z,y) =4>0,
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Fig. 5

Le bord de D est 'union des deux sous-ensembles suivants de R?:
{(2,0) : 42 <z < 4\/5} U {(z, V32 —2?): —4/2 <z < 4\/5}

L’évaluation de la fonction f sur le bord donne

2
f(x,O):2x2—6x:2<x—g) —g, —AV2 < 1 < 4V/2,

f(@,V32—22) =64 — 62 — (x+6)V32 —22,  —4V2 <z <4V2.
3

Sur la premiere partie du bord (le segment de I'axe x), f atteint son minimum en z = 3 ol
f(%, 0) = —g et son maximum en r = —4v/2 ot f(—4\/§, O) — 8(84-3v/2). L’autre extrémité
& = 4/2 n’est pas candidat pour le maximum global de f parce que f(4v/2) < f(—4v/2).
Pour la deuxiéme partie (le demi-cercle), soit g: [—4v/2,4v/2] — R définie par

g(x) =64 —6x — (x +6)v32 — 22

Alors g est dérivable sur | — 442, 44/2 [, ou sa dérivée vaut

6 —6V32 — 22— 32492724 6
J(o)= 6 VFE @y HEt0) _ —6Va2-u? 32 4+20% 4 60
V32 —a? V3242

Ainsi
Jdx)=0 = 2*+3r-16=3V32—122 = (2*+32—-16)*=9(32—2?)
= 2 +62° — 142® — 96 — 32 =0 (1)

Par 'indication on sait que ce polynome a des racines entieres qui sont en fait x; = 4 et
xro = —4 (trouvé en essayant). On a ¢'(x1) = 0 et 27 est donc un point stationnaire de g.
(En fait, le polynome (1) admet deux autres racines réelles mais celles-ci ainsi que xs ne
sont pas des points stationnaires de g, ce sont des racines ”artificielles” parce qu’on a pris
le carré.)

La valeur de g en son point stationnaire est g(4) = 0. De plus, les points au bord de
I'intervalle de définition de g sont aussi des candidats pour les extremums de g. On a
g(—4v/2) = 64+ 24v/2 = 97.9 et g(4v2) = 64 — 241/2 ~ 30.1.

Ainsi le minimum global de f est atteint en (2,2) et vaut f(2,2) = —12 et le maximum
global est atteint en (—4v/2,0) et vaut f(—4v/2,0) = 8(8 + 3v/2).
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Exercice 6.

Comme les dérivées partielles de f sont continues sur tout le domaine D, les extremums absolus
sont atteints aux points stationnaires a l'intérieur ou sur le bord de D. Puisque % = —1 ne
s’annule jamais sur D, la fonction f n’admet aucun point stationnaire.

Puisque le domaine D est un parallélépipede rectangle parallele aux axes, on peut déterminer
le comportement de f sur le bord de D en examinant ses dérivées partielles. Pour (z,y,z) € D

on a:

0 . L :
8_f =z+1>0 = f est croissante dans la direction x et donc maximal en x = a
x
et minimal en x = 0.
af Lo o .
30 = -1<0 = f est décroissante dans la direction y et donc maximal en y = 0
Y
et minimal en y = b.
of . o )
2 = r+2>0 = f est croissante dans la direction z et donc maximal en z = ¢
z

et minimal en 2z = 0.

La fonction f a donc son maximum absolu en (a,0,¢) et son minimum absolu en (0, b, 0).
Afin de calculer les valeurs extrémales de f, on doit trouver son expression. A partir des
dérivées partielles données, on obtient successivement

Oyf(z,y,2)=—1 = flr,y,2)=—y+g(z,2) = 0f(zr,y,2)=0,9(x,2)=2+1
= g(z,2)=(z+ 1)z + h(z2) = O.f(x,y,z) =x+NW(z)=x+2
= h(z)=2z+C, CeR = g(z,2) = (z+ 1)z +22+C
= flry,2)=—-y+(z+Dzx+22+C
La condition f(0,0,0) = 3 implique alors que C' = 3 et f(x,y,2) = (z + 1) —y + 2z + 3.
?(I(I)IS;) 153) ria;dimgm absolu de f est f(a,0,¢) = a(c+ 1) + 2¢ + 3 et son minimum absolu est

Remarque: On aurait aussi pu calculer I'expression de f des le départ mais ’approche prise ici
est plus instructive.

Exercice 7.

Le gradient de g est

% = 2cos(f) (sin(p) — cos(y)) + sin(6)
% = 2sin(f) ( cos(p) + sin(y))

Pour trouver les points stationnaires on distingue deux cas:

1) Si 0 € {0,7} on asin(f) = 0 et cos(d) # 0, d’ou sin(p) = cos(p). Ainsi ¢ = { ce qui

g =

mene aux points stationnaires



2) 0 €]0,w]: Comme sin(f) # 0 on a cos(p) = —sin(p) et donc ¢ = { ' . La premiere

équation devient alors

arctan(—2v/2) 4+ 7

4sin(p) + tan(d) = 0 = tan(f) = F2v/2 = 0= {arctan(2\/§)

——

1
+7

Ainsi on a encore trouvé les deux points stationnaires
s = (arctan(—Q\/ﬁ) +m, 2 et pg = (arctan(2x/§), o).
Pour déterminer la nature de tous les points stationnaires trouvés on calcule la matrice hessienne

de g
H

g

~ [cos(8) — 2sin(6) (sin(p) — cos(g)) 2cos(d)( cos(p) + sin(y))
(0,9) = ( 2 cos(6) (cos(i) + sin(yp)) 2sin(6) (cos(p) — sin(y)) >

et son déterminant
As(0,¢) = 2sin(8) cos(8) (cos(p) — sin(p)) + 4sin(6)*( cos(p) — sin(gp))2
— 4 cos(9)*( cos(p) + sin(go))2
= 2sin(f) cos(f) ( cos(p) — sin(y)) + 4sin(#)* — 4 cos(9)* — 8 cos(ip) sin(yp) .

Pour tous les points du cas 1) on a Ag(p;) = =8 < 0 (i = 1,...,4), ce sont donc des points
selle.
Comme ) ) )
. : ;
tan(x)? = sin(z) sin(z) : o sin(z)? an(z)

cos(z)? T 1- sin(z) 1+ tan(x)?

et de maniere similaire )
2 __
1+ tan(z)?

)

cos(x)

on a pour les points du cas 2), ps et pg,

= ?, cos(f) = :F%, sin(p) = i%, cos(p) = :F% :

sin(6)
Ainsi on trouve As(ps) = As(ps) = 8 > 0 et comme A (6, ¢) = cos(0)—2sin(6) (sin(p)—cos(p)) ,
ona Ai(pss) = :F% F % = F3. La fonction g admet donc un maximum local en ps et un
minimum local en pg. Les directions R?® qui y correspondent sont

. 2v2 1
sin(6) cos(¢) R —2 2
u,, = | sin(f)sin(p) | = ¥ : % =| 2 et uy = | -2
cos(0) -1 —1 L

En comparant avec I'Ex. 3 de la Série 10, on voit que le sens du vecteur w,, qui maximise
la pente g est celui du gradient de f au point concerné. Et le sens du vecteur u,, de pente
minimale est celui de —V f.



Exercice 8.
i) Soit Xo, H € V. On a
f(Xo+H)=(Xo+H)?=X2+XoH + HX, + H?
et si on définie 'application linéaire f'(Xy): V' — V par
F(Xo)H = XoH + HX,

on obtient que
f(Xo+ H) = f(Xo) + f'(Xo)H + H*.

Finalement, puisque

1z _ =P 1 H]
=]~ A
on a bien que H? = ||H|e(H) avec Il{imos(H) = 0. La fonction f est donc dérivable
—

en tout point Xy € V avec la dérivée (totale) en X, donnée par I'application linéaire
indiquée.

i1) La différentielle est par définition la fonction qui associe a tout X € V I'application linéaire
(X)), c'est-a-dire f': V — L(V,V), X — f'(X), ot par définition f/(X)H = HX+XH.

Exercice 9.

La fonction f étant continue les deux intégrales de I'inégalité peuvent étre obtenues comme
limite d’un choix arbitraire de suites de partitions de l'intervalle [a,b]. Donc on a par exemple
pour une suite de partitions uniformes

b 1 & .
/a f(t)dt:JL%g;f<a+(b_a)%)

eru-a)

Finalement, on constate que pour toute n on a par l'inégalité triangulaire que

%gf<a+(b—a)%) f(%(b-@%)“

ce qui implique le résultat dans la limite n — oo, en utilisant pour la limite a gauche la
continuité de la norme pour mettre la limite a 'intérieur de la norme.

De méme on a que
n

b . 1
[ s = i 3"

=1

1 n
sﬁz

i=1
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