EPFL Peter Wittwer
Section PH 1 mai 2025

Analyse avancée II — Corrigé de la série 10A

Echauffement 1.

Soit f(z,y) = 2%y + x? + y?. L’équation du plan tangent a la surface 2 = f(z,y) au point
(20, Yo, 20) , OU 2o = f(x0,yo) est (voir le cours)

z = f(xo,y0) + Ox.f (0, yo)(x — 20) + Oy f (20, y0) (Y — vo) -
Puisque 0, f(z,y) = 32%y+2z et 9,f(x,y) = 2342y, Péquation s’écrit pour (zo,yo) = (1,1):
z2=34+5(x—1)+3(y—1) & br+3y—z=5.

Exercice 1.

Par le théoreme des fonctions implicites, 'équation F'(x,y, z) = 0 définit localement une fonc-
tion 2z = f(x,y) de classe C! telle que F(z,y, f(z,y)) = 0 et zo = f(xo,y0). Comme
[ est différentiable car C', I’équation du plan tangent & la surface z = f(x,y) au point
(20, Yo, f(x0,y0)) est (voir §4.2 du cours)

z = f(xo,y0) + %(9007%) (v — w0) + g—;;(a?o,yo) (Y — o),
donc o of
(2 — 20) — (9_9(:(3:0’ Yo) (v — o) — a_y(ﬂUo, Yo) (y —yo) = 0. (1)

En utilisant les relations entre les dérivées partielles de f et ' données par le théoreme des
fonctions implicites, (1) s’écrit

8—F(xo Yo Zo) %—F(iﬂoaym%)
(z—20) + G5 (r—m) + 50— (Y —10) =0
86_5(3707310720) %('ranO?ZO)

OF OF OF
A g(%?yo, 20) (2 — ) + %(%JJO, 20) (x — o) + 8—y($0>?Jo, 20) (Y — o) =0

A VF(x(J?yOsz)'(x_x07y_y07z_20):07

ou - dénote le produit scalaire. Comme cette dernieére équation est vraie pour tout (x,y, z)
proche de (zo, Yo, 20), le gradient de F en (zo, yo, 29) est orthogonal au plan tangent en ce point.

Remarque: Formellement le gradient V f d’une fonction f est un vecteur colonne. Mais pour
alléger la notation dans les corrigés, on 1’écrit comme vecteur ligne.

Exercice 2.

Soit F(x,y,2) = 22% — 22%y + y?z. En évaluant F au point (1,1,2) on a

F(1,1,20) =0 & 20-2+%=0 & z=1ou z=-2.
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Selon le cours sur les fonctions implicites, ’équation du plan tangent a la surface F'(x,y, z) = 0
au point (xg, Yo, 20) est

("“ - "“0) : VF(%,ZJO,ZO) =0, ou 7= (%ZJJ) et 1o = (onyo,zo)-

Puisque
VF = (0,F, 0,F, 0,F) = (z2 — day, =22 + 2z, 2wz + y2) ,

on a pour le point (xg, yo, 20) = (1,1,1)
VF(1,1,1) = (—3,0,3)

et I’équation du plan tangent est

x—1 -3
y—1]-10 | =0 & =3—-1)+0y—1)+3:—-1)=0 < z—2=0.
z—1 3

Pour (zo,v0, 20) = (1,1,—-2) on a
VF(1,1,-2) = (0,—6,-3)

et I’équation du plan tangent est

z—1 0
y—1]1-1-6]=0 < O0xz—-1)—-6(y—1)—-3(24+2)=0 < 2y+2z=0.
zZ+2 -3

Echauffement 2.

En appliquant directement la définition vue au cours on trouve

. . 12 cos(p)? tsin(p) 0
0F 5.0y — g HE00S R tSiM(R) = S(0.0) _ | Hostetite)
Oe t—0 t t—0 t
= lim (cos(¢)sin(p)) = cos(ip)?sin(y).

t—0
Les figures ci-dessous montrent le graphe de f (Fig. 1) et celui de la dérivée directionnelle
of

—=(0,0) en fonction de 'angle ¢ qui détermine la direction autour de l'origine (Fig. 2).

Ode

Exercice 3.
Rappel: Pour un vecteur unitaire e, la dérivée directionnelle d'une fonction f de classe C* au

point pg suivant un vecteur e est donnée par 8_(p0) =Vfip)-e.
e
i) Observons qu’on a
flz.y) = fi(z,y) folz,y), avec fi(z,y) = (v —2y)* et folz,y) =In(1+2° +y?).

Ainsi on peut utiliser le résultat de 'Exercise 1,4i) de la Série 7 pour calculer V f(py). En
effet, on a

filpo) =1, Vfi(z,y) =2(z — 2y) (17 —2)T =  V/filpo) = (— 274)T7
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9.1 (00)

A
0.4r
0.2r
0.0 :‘L ‘2 ‘3 ‘\1 I é -0
—04t
Fig. 2
Fig. 1
fa(po) = In(3) Vfalx,y) = L (2 Qy)T = Viapo) = (2 2)T
’ ’ 1+ x2 + y2 ) 373 )
et donc (noter que e = ol = %(1, 2)T)

g(po) = [fz(po)vfl(PO) + fl(pO)sz(po)] €

Oe
_ [ln(3)(—2,4)T~|— (;g) ] .%(1,2)T
2(31n(3) + 1)
.

it) Pour la fonction g on va utiliser le résultat de I'Exercise 1,iii) de la Série 7 puisqu’on a

x, -
o) = 20D e giley) = O et gafay) = 3+ %
92(1"72/)
On calcule alors
g1(po) = €, Voi(z,y) = 20D (2 +2,20)" = Vai(po) = *(4,2)",
T
g2(po) = 4, Voo(r,y) = (2ay*,42%y%) = Vaalpo) = (2,4)",

pour obtenir finalement

dg, [ 1 _ 9ilpo) e
%(Po)— [92(170) Vai(po) 92(po)? ng(po)}

et T e T 1 r 1let
= h(4,2) —1—6(2,4) }-—5(1,2) =5/




Exercice 4.

On commence par étudier la continuité de f en (0,0). Comme on a
i 62,0) = lim " =t L =L 20— 0.0),
1550 ’ lﬁr%t4+t4_tla()2_ -

f n’est pas continue en (0,0). Ainsi f n’est pas différentiable en ce point et on doit appliquer

la définition pour calculer la dérivée directionnelle. Soit € = (u,v)” un vecteur unitaire. Alors
on a
01 (0 0 — iy O 004 00) = f0.0) _ it =0
Oe t—0 t t—0 t
 im uv? _ {% ., u#0
(50 02 1 {201 0, u=0

L’existence des dérivées directionnelles en un point dans toutes les directions n’est donc pas
suffisante pour qu’une fonction soit continue et a fortiori différentiable en ce point!

Exercice 5.

5}
i) Pour une fonction f de classe C, la dérivée directionnelle —f(po) au point pg suivant le

Ode

vecteur (unitaire) e est donnée par

%(po) =Vf(p)-e

La fonction f donnée est bien C'. Puisque
Vf(l’,y,Z) = (yZ,Z'Z,[L’y)T et Vf(17_172) = (_272a_1)T7

on obtient (?f ) .

1,-1,2 22 - 22, -1,2)7 = —= .

ii) La pente de f en py dans le sens du vecteur unitaire u est donnée par la dérivée direc-
tionnelle suivant ce vecteur unitaire (voir §7.1), c’est-a-dire par

§—£<p0) — V(po) - u = (2,2, —1)T - (sin(6) cos(p), sin(8) sin(g), cos(6)) "

= 2sin(0) (sin(p) — cos(p)) — cos(0) =: (0, ¢),
ot g : [0, 7] x [0,27[C R? — R.

iii) On sait du cours (§7.2.2) qu’en un point ou f est différentiable, la pente de la tangente
au graphe est maximale (minimale) dans le sens du gradient (opposée au gradient) et
qu’elle est égale a ('opposée de) la norme du gradient. Au point pg = (1, —1,2), la pente
maximale (minimale) vaut donc

V(L -L2)=3  (=IVf(L,-1L2)]=-3).

Les directions correspondantes sont im—:iﬁ;” = £5(-2,2,—1). Pour trouver les

angles (0, ) donnant lieu a ces directions, on doit résoudre
sin () cos(yp)

sin(f) sin(p) | = j:% :
cos(0) 3
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c’est-a-dire

o=wentrl) = o= i-GIT=5 - {077

\/5
?jf argmax g(0, p) = (arccos(—%) ,%’r)
= = =
o argmin g(0, p) = (arccos(3) , o)
La pente de f en py est donc maximale pour les angles (0,¢) = (arccos(—%) ,%) et

minimale pour (4, ¢) = (arccos(s) , ).

Exercice 6.
Les développements limités d’ordre n pour une fonction de trois variables s’obtiennent de la

formule donnée au cours.
Dans la suite on pose py := (o, Yo, 20) pour simplifier la notation.

i) Le développement linéaire de la fonction f(z,y, z) au voisinage de pg est

f(z,y,2) = f(po) + fe(po) (x — 20) + fy(po) (¥ — v0) + f=(po) (2 — 20) +d - e(z,y, 2),

ot d=/(z—x0)2+ (y — yo)2 + (2 — 20)2, et la notation £(z,y, z) signifie comme toujours

que lim e(z,y,2) =0.
(x,y,z)—)po

ii) Pour le développement limité d’ordre 2 on obtient
P 2) = F(po) + Lolrn) (& = 20) + 00) (5 = ) + f (o) (= = 0)
b 3 eal0) (2 = 20)? + 2 fuy o) (5 = 90)? + 5 oxl0) (= = 20)°
+ fey(Po) (2 = 20)(y — Yo) + faz(po) (2 — 20)(2 = 20) + fy=(po) (¥ — %0) (2 — 20)
+ d’e(z,y, 2),

ou d est définie comme ci-dessus, et lim e(x,y,z) =0.
(z,9,2)—=po

Exercice 7.

i) Le polynome de Taylor ps(z,y) d’ordre 2 d'une fonction f(z,y) au voisinage de I'origine
est donné par

Pa(,) = 0,0+ £o(0,0) 2 + £,(0, 00+ 3 fea(0,0) 2% + o (0,0) 2+ 3 £ (0.0) 47

Ici on a
flz,y) = 2%y + 2zy + 3y* — bz + 1,
fo(z,y) =22y +2y — 5, fy(z,y) =2 + 22 + 6y,
foa(z,y) = 2y, foy(@,y) = 22 4 2, foy(z,y) =6,



i)

iii)

d’ou
f(0,0) =1, f.(0,0)=-=5, f,(0,0)=0, f.,(0,00=0, f,(0,0)=2, f,(0,0)=06,

et donc

1 1
pg(a:,y):1+(—5)-x+0-y+§-O-x2+2-xy+§-6-y2:1—5;E+2:Uy~|—3y2.

Comme on a vu a I’Exercise 4, i7), le polynéme de Taylor ps(x,y, z) d’ordre 2 d'une fonction
f(z,y, z) de trois variables autour de ’origine est donné par

pa(z,y,2) = £(0,0,0) + £.(0,0,0) z + £,(0,0,0)y + £.(0,0,0) 2 +
%fm(o, 0,0) 2% + %fyy(o, 0,0)y* + %fm(o, 0,0) 22+
f2y(0,0,0) 2y + f,.(0,0,0) 22 + £,.(0,0,0) yz
Icion a

f(z,y,2) = e” +ysinh(z),

felz,y,2) = €*, fy(x,y,2) =sinh(z), fo(z,y,2) = ycosh(z),
fxx(xaya Z) :e:v’ fyy(xay,z) :()7 fzz(xaywz) :ySinh(Z)a
fxy(x7y7 Z) = 07 fzz(-%?/, Z) = 07 fyz(ma%z) = COSh(Z) ’

d’ott
£(0,0,0) =1, £.(0,0,0)=1, £,(0,0,0)=0, f.(0,0,0)=0, fu.(0,0,0)=1,
fy(0,0,0) =0, £..(0,0,0) =0, f,(0,0,0) =0 = £,.(0,0,0), f,.(0,0,0) =1,

et donc

1 1 1
pg(x,y,z):1+1-x+0-y+0-z+§-1-x2+§-O-y2+§-0-z2+
O-2y+0-22+1-yz

1
:1+I+§x2+yz.

Le polynome de Taylor p;(z,y) d’ordre 1 de f(x,y) au voisinage de (1, —2) est donné par

pi(xy) = (L, =2) + fo(1,=2) (¢ = 1) + f,(1, =2) (y + 2).

Comme

f(z,y) =3y + 2% —y+ 52 — 3,

fx(xay):3y+2x+5a fy(xay):3x_17
et donc

f<17_2):_17 f$(17_2) :17 fy<17_2>:2
Ainsi

p(@y)=—-1+@-1)+2y+2)=z+2y+2.



i) On a
flz,y) = (cos(x))%+8in(y) = exp((% + sin(y)) ln(cos(x))) ,
fo(z,y) = —(3 +sin(y)) (cos(ac))sm(y)_% sin(x) ,

fy(z,y) =In (cos(a:)) ( cos(x)) 3 +sin(y) cos(y) ,

d’ou
™ T T \/— o \/_
Ge)=3  +G5=%  sEg="Tue
Ainsi
=5 (- 5) - ) (- 5)
:%-F@(ln(Q)—l-ll)—?x_?l 2)y

Pour 7), 'erreur d?-e(z, y) doit satisfaire llin(l) e(z,y) =0, ou d=|(z,y)—(0,0)]| = /22 + v
—
Ici on a

d* - e(z,y) = f(z,y) — pa(z,y) = 22y +2xy+3y* — 5+ 1 — (1 -5z + 2a7y+3y2) = 2%y

et donc, en utilisant les coordonnées polaires z = d cos(p), y = dsin(p),

. _(dcos(p))*(dsin(e)) . -
}g%e(a:, y) = (lil_r}r(l) 7 = }ll_r%dcos(go) sin(p) =0,

puisque | cos(¢)? sin(y)| < 1 uniformément en ¢ € [0, 27).
Exercice 8.

i) Méthode 1: Les dérivées partielles de la fonction f(x,y, z) sont

fmz(x7 Y, Z) = 422 e2xz+y, fyy(x> Y, Z) = 6212+y7 fz(iU, Y, Z) = 4372 e2xz+y
fay(,y, 2) =22 ety for(z,y,2) = (2 4 422) ety fye(x,y,2) =22 vty
et on a
f-’l‘(O?O’O):O? fy(O’()?O):l? fz(070’0):O
fm:c(oaoa()) =0, fyy<0,0,0) =1, fz(0,0,0) =0
fxy(oa()ao) :()7 fxz<07070> :27 fyz(oaoa O) =0

Ainsi le polynome de Taylor py(x,y, z) d’ordre 2 est

2

pg(:v,y,z):1+y—l-%+2xz.



Méthode 2: On a f(z,y,z) = g(h(x,y,z)) avec g(u) = e" et h(x,y,z) = 2zxz+y. Puisque
h(0,0,0) = 0, on doit utiliser le développement limité (DL) de g en u = 0, c’est-a-dire

U2
e’ = 1—|—u+3+u25(u),

avec lim,_,o&(u) = 0. On remplace u = 2xz +y:

(222 4 y)?

5 + (222 + y)*E(2zz + y)

flz,y,2) =14+2zz+y+

2
=14+2zz+y+ % + 22727 + 22yz + (222 + y)?E(272 + y)

2
:1+2xz+y+%+d2€(:v,y,2),

avec d = \/x% 4+ y? + 22 et

22222 4+ 2zyz + (222 +y)?E(222 + y)
e(z,y,2) =

x? 4 y? + 22

Les termes 22222 et 2xyz on été mis dans le reste car ils sont d’ordre superieur & 2 (4
et 3 dans ce cas). On vérifie que lim, .y 0e(2,y,2) = 0. En utilisant les coordonnees
spheriques on vérifie facilement que

20222 2xy2

li — =0, li o Avys
(zvyl’glﬁo 2%+ y? + 22 (w,yl,glﬁt) x? +y? + 22

et |(2xz +y)?/(2* + y* + 2?)| < C pour tout (z,y, 2), avec C' > 0 une constante. Il s’ensuit

2 28(2
lim (202 +y)e(22z +y) < lim Clé(2zz+y)| =0,
(z,y,2)—0 2 + yQ + z2 (z,y,2)—0

vu que lim, 9 &(u) = 0. On a donc bien trouvé lim,, .)—0 (2, ¥, 2) = 0 et donc

2

pa(z, 9y, 2) :1+y+%+2xz.

it) Méthode 1: Les dérivées partielles de f sont
fola,y) = 2 cos(2z +y?), fyla,y) = 2y cos(2z +y?),
foz(,y) = —4sin(2z + %), fou(z,y) = 2cos(2z + y*) — 4y* sin(2x + y?),
foy(7,y) = —4ysin(2z + 3?)
et on a

fz(1,1) = 2cos(3), fy(1,1) = 2cos(3),
frz(1,1) = —45sin(3), fyy(1,1) = 2cos(3) — 4sin(3), fay(1,1) = —4sin(3).



Par la formule du cours on a alors pour le polynome de Taylor py(z,y) d’ordre 2
p2(z,y) = sin(3) +2cos(3) (x — 1) +2cos(3) (y — 1) + %(—4sm(3)) (x —1)°
+ %(2 cos(3) — 4sin(3)) (y — 1)* + (—4sin(3)) (z — 1)(y — 1)
=sin(3) +2cos(3) (z — 1) +2cos(3) (y — 1) — 2sin(3) (z — 1)?
+ (cos(3) — 2sin(3)) (y — 1)* — 4sin(3) (z — 1)(y — 1)

Méthode 2: On a f(z,y) = g(l(x,y)) avec g(u) =sin(u) et I(x,y) =2z + y*>. Puisque
[(1,1) = 3, on doit utiliser le DL de g en u = 3, c’est-a-dire
sin(3)
2

sin(u) = sin(3) + cos(3)(u — 3) (u—3)* + (u — 3)%2(u)

avec lim &(u) = 0.
u—3

Comme on cherche le DL dans un point (g, ¢o) non-nul, on doit explicitement écrire = =
xo+h=1+h et y=yo+k=1+k avant de remplacer u:

u=1I(z,y)=11+h1+k)=21+h)+(1+k)?>=3+2h+2k+k*.

Avec ceci on obtient

f(z,y) = sin(3) + cos(3) (2h + 2k + k2) — (2h + 2k + k2)2 + (2h + 2k + K*)%E(1(2, 7))

sin(3)
2

= sin(3) + 2cos(3) h + 2cos(3) k + cos(3) k* — % (4h* + 8hk + 4Kk*) + d’e(x,y)

= sin(3) + 2cos(3) h + 2 cos(3) k — 2sin(3) h* + (cos(3) — 2sin(3)) &k
— 4sin(3) hk + d*e(x,y),

ou d = Vh? + k? et ¢ est défini de maniere similaire a 1’exercice précedent, c’est a dire qu’il
contient € et les termes d’ordre supérieur.

Ce résultat correspond bien a celui obtenu par la méthode 1.

Exercice 9. Soit la fonction f: R? — R définie par

U () £ (0,0)
— si(x,y 0,0),
flzy) =4 ="+
0 si (z,y) = (0,0).
Alors
lim 9 = lim 9 = -1
() 2(0,0) (2,y) =0 L] (e)2(0,0) ()
%(0,0) = —1 []%0,0=1

On calcule la dérivée partielle concernée. On trouve

8f T f(()uh)_f(070)_ . _h_’f_o
gy 00) = Jim h = ho0




Remarque: Pour (z,y) # (0,0) on a

OF (p gy = =W 4y 472 —y7) _ —y” = y'a” — dy"a”
7 \5Y) = =
oy (x4 + y4)2 (z4 + y4)2

et il est facile a montrer (en passant en coordonnées polaires par exemple) que la limite
of
lim —(x,
(2,9)—(0,0) 0y( v)

n’existe pas.
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