EPFL Peter Wittwer
Section PH 10 avril 2025

Analyse avancée 1I — Corrigé de la série 8A

Echauffement.

i) On a que f(t) = en®)sin(®) et donc

F(t) = £(t) - <ﬁ . % sin(t) + In(In(t)) - Cos(t)>
_ m(t)sin(t)@ - % sin(t) + In(8)™Oln(In(t)) - cos(t)

= In(t)*O=1= - sin(t) 4 In(t)™PIn(In(t)) - cos(t) .

S

i) Voir le chapitre 5.2.4 du cours.

Exercice 1.
Les matrices jacobiennes de F' et G sont

(0. Fi(z,y) OyFi(x,y) ~ (0sG1(s,t) 0,Gi(s,t)
JF(‘””‘J)—(axFQ(x,Z) Gng(x,z)) et JG(S’t)_<85G2(s,t) atGQ(s,w)'

Ainsi
(@F)C(s.0) (0,R)(Cls.1))
Tr(Gls 1) = ((ameG(s,t)) <ayF2><G<s,t>>)

Le produit des deux matrices est donc (les arguments sont omis pour des raisons d’espace)

0. F1 0sGy + 0, F, 0sGo 0, Fy 0,G1 + 0, F 0,G
Te(Gls,1)) - Ja(s,t) = 1 1+ Oyt'y 056G 10:G1 + Oy I 0yl ' (1)
0. F5 0sG1 + 0y F5 0,Go 0, F5 0,Gh + 0y 0,Gy
D’autre part la matrice jacobienne de F est
~ . (98F1(s,t) 0tF1(s,t)
Tr(st) = (Qj’g(s,t) 0,Fs(s,1)) " 2)

En notation courte on a

OF, _0F 0z 0ROy . _

F. — — g
OoFi(s,?) ds Oz 0s + oy 0s’ T

avec x(s,t) = G1(s,t) et y(s,t) = Ga(s,t), ce qui s’écrit proprement comme

0,Fi(5,1) = 0y(F, 0 G)(s,1) = (0. F3)(G(5,1)) - (0,G1)(5,8) + (9, F)(G (5, 1)) - (0sG) (s, 1).



Les membres de droite de (2) et (1) sont bien égaux, c’est-a-dire

Jr(s,t) = Jp(G(s,t)) - Ja(s,t).

Exercice 2.
Soit
g:R* =R
(@, y,2) = g(z,y,2)
une fonction quelconque de classe C'!. On considere la fonction
h: R* — R?
(u,v) = h(u,v) = (ve ", u’e™", u)

et on définit f = go h. Alors

[ 201,00 = 22(0,1,1) + 2 82(0,1,1)
[ ] 85(1,0) =258(1,0,1) + §4(1,0,1)

21,00 =2%2(0,1,1) + §4(0,1,1)
[]90(1,00=2%(0,1,1) + 2(0,1,1)

La fonction f est définie par

Ainsi
af ag —2u —v u
%(u,v) = %(v oute™, u) s ve - (—2)
0
+ a—g(ve_%,uze_”, u) 2ue"
99 ou 2
+&(ve 2 u?e ,u) 1
et comme | (ve 2% u?e™", u) =(0,1,1), on a
(u,v)=(1,0)
of dg dg dg
—(1 =—(0,1,1)- = 1,1)- 24+ — 1,1)-1
9y 9y
=2—(0,1,1 —=(0,1,1).
0.1, + 52 (0.1,1)

Exercice 3.

Soient f : R® — R" et ¢ : R® — R" deux fonctions de classe C*. Soit h = fog et p € R™.
Alors

Jn(p) = Jy (f(p)) Js(p).

2



[ ] VRAI B raux

Non, pour h= fogon a
Tn(p) = 1 (9(p)) Jo(p) -

Exercice 4.

i) Le domaine de H est D = {(z,y) € R* : z > 0}. Ainsi u > 0 parce que z > 0 et donc
Im(H) = D = {(u,v) € R* : w > 0}, c-a-d. D = D. Pour trouver la transformation
G = H ! on résout les équations de u et v pour z et y. On a y = v\/x , d’olt

—20%2 + VAt + 4
T = Y 2U+ u:—v2j:\/'u4+u.

Comme z > 0, il faut prendre la solution avec + Vet donc

(z,y) = G(u,v) = (—v2 + Vot tu, U\/—vz + m) .

u =2+ 20z =

Le dérivées partielles de G sont

0G, 1

ou 2y +u
oG, 3 (—v? + Vol +u)

EAE RN N =
v 2vvt +u Vut+u
aGQ v

du — 4y/ih Fuv—v? + Vol +u
3

% YN 2\/_02: =— (—2v+2—:ﬁm>
—v? (=02 + Vvl + )
Vo Ty o ot
(V)]
Vol Fuy/ =2 + Vol +u
La matrice jacobienne de G est alors
sowe) = (G000 56

1 —20 (—v? + Vvl +u)

:\/—v2+\/v4—|—u+

]_ 2
= —v24vvi4u 2
Vot +u Ervote)

v
4/ =2 +Voltu —v2 4o Ty

Pour évaluer en (u,v) = H(z,y), observons que

4 4 2 22 2 2
\/U4+u:\/(—5_) +:L‘2+2y2:\/y_2+1‘2+2y2:\/<y +2?) :y+$
X

T 2 x

et donc

o) = 4 (17207, g

1'2 + y2 4z
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i1) La matrice jacobienne de H est

e =G ) = (G 3)

T op3/2 Nz
d’ou
’ 2+ 2 \ghm 20 ) 2@+ \Y 2272 )

ce qui est la méme matrice qu’en (3).

Exercice 5.
i) La matrice jacobienne de H est

ale(mazﬁ ayHl(‘rvy)> _ <_ (me)Q %"‘2 )
2x .

Ju(z,y) =
n(z,y) (amH2(];7y> OyHy(z,y) Qy{i»l T (2y+1)?

i1) Pour trouver la transformation G = H~': D — D, on utilise

x
v oy 11 & r=v2y+1) (4)

qu’on met dans ’expression donnée pour

Y Y
P u FCTESIES w2y +1)+2u=y

u =
2

= w+2u=y(l-2w) = yzw.
1 —2uv

En remplagant y dans I’équation de droite dans (4) par ce résultat, on trouve

C2uw(w+2)+v—2uw?®  (du+ 1)

2uv(v + 2
_2w(+2)

o 1—2w 1 —2uv 1 —2uv
si bien que
(du+1)v u(v+2) 1
Glu,v) = , - ( du+ 1), 2 )
(v, ) (1—2uv 1 —2uv 1 —2uv (u+ Do, u(v+2)
La matrice jacobienne de G est alors
2v(v+2 m
Jg(u U) _ (auGl (U,’U) a”UGl (U, U)) _ ((1—(2:1)))2 (1;%;{“1)))2>
) - - v+2 u(4utl
auG2(u7 ?)) aUGQ (U, U) (l—;ruv)2 (1—2uv)? (5)

1 20(v+2) 4du+1
(1 — 2uv)? ( v+2  u(du+ 1))

i) On commence par calculer l'inverse de Jy(z,y). On a
2xy 1 B r+4y+2
(#4222 + 1)

det (Jy (z,y)) = z+222y+1?2 (@+2)2y+1)




et donc

(Ju(z.y) " =

(2 +222+1)? (hr o
T+ 4y +2 Y

i

2yl (a42)?

B 1 2z(z + 2)? (r+2)(2y + 1)?
r+4y+2 \ (z+2)202y +1) y(2y + 1)3 '

Afin d’évaluer (Jy(z, y)) " en G(u,v), on commence par évaluer les quelques termes qui
apparaissent souvent. Comme

4 1 2
I:(u—l— v ot ~u(v+2)

1—2uv V= 1—2uv
par définition de GG, on obtient

(du+1v+4u(v+2)+2—4uww 4w +ov+8u+2 (du+1)(v+2)

T+4y+2=

1 —2uv 1 —2uv a 1 —2uv
(du+1)v + 2 — duv v+ 2
T+ 2= =
1 —2uwv 1 —2uv
2y+1:2u(v+2)+1—2uv: du +1
1 —2uv 1 —2uv

et donc la matrice est

(JH(I7 y))_l

L l-ow (PR k()
(@y)=Glu)  (du+1)(v+2) = )2 qutl  u(v+2) (w1 )2

1—2uv 1—2uv 1—-2uv \1-2uv

1 (2v(v+2) du+1 )

(1—-2uw)2\ v+2 u(du+1)

= Ja(u,v).
(2.4)=C(u.0) 6w, )

Une comparaison avec (5) montre qu’on a bien (Jy(z, y))_l
Exercice 6.
Ona f(z,y) = f(u(z,y),v(z,y)) = f(2x—y,z+3y). En utilisant la formule pour la dérivation
de fonctions composées du cours et la regle de la dérivée d’un produit, on a successivement

0F _of ou , of o

or  Oudxr Ov Ox’

Pf _(Pou | P ov\ou of tu (B ou #Fovy o of o

0x2  \Ou2 0xr  Oudv Ox ) Ox = Ou Ox2 Oudv 0r  Ov? Oz ) Ox  Ov 0x?

Les dérivées analogues par rapport a y, c.-a~d. g—£ et giy’;,
ci-dessus. En substituant
ou
or

sont obtenues en remplacant x par y

ou 0%u 0%u

g | Z =0 — =
ay ) ) ay2

2
’ 0x?

0,



ov ov

R 1 _—
Ox ’ oy 3
dans les expressions pour 227]; et ‘327];, on obtient
0%f  O*f
M=ot oy
2 F 2 2 2 7
0T ((ou\, (0N | T (y0u 0w
ou? ox dy Oudv \ O0x Oz
of (0*u  O%*u of (0*v 0%
+ sttt |55t
Oou \ 0x?  Oy? ov \0x?  0Oy?
_LO*f 0 f 0 f
=% oudv T Vaz

o
or2

26“@)+

*f

ov?

dy dy

(5

v
dy

))



