EPFL Peter Wittwer
Section PH 3 avril 2025

Analyse avancée 1I — Corrigé de la série 7A

Echauffement.

Soit f(z,y) = 23y + 2% + y?. L’équation du plan tangent & la surface z = f(x,y) au point
(%0, Yo, 20) , OU 2o = f(0,yo) est (voir le cours)

0 0
z = f(z0,%0) + a—i(fojyo)(x —x9) + a—i(xo,yo)(?/ — %) -

0 0
Puisque a—f(x,y) = 32y +2x et a—f(:v,y) = 23 +2y, I'équation s’écrit pour (zg,y0) = (1,1):
z Yy

z2=34+5(x—1)+3(y—1) & br+3y—z=5.

Exercice 1.

La dérivée f" d'une fonction f dérivable de deux variables au point (xg, o) est donnée par

f/(x()?yO) = (%(%;yo)a g_:jyc(x(byo)) :

Pour simplifier I’écriture, on va omettre le (xg,yo) dans la suite. On a donc

7) , (a(ga—;h)78(ga—|y—h)):<0g oh dg 8h)

oz Tox oy oy

dg 0dg oh On\ , .,
<(9ac 8y)+(8x’ 8y)_g +h

i) ,_ (9Olgh) O(gh)\ _ (9 oh  9g dh
/ (835’ o ) "\ "8 5, 95,
B dg 0Jg oh Oh ,
_h(ax 8y)+ (83: a)_h9+gh
i) o (2ol dg/m) _ (gh—95 Yh—g2
or ' dy B
h\az ay or ay)  nY T w2



Exercice 2.

i) Toutes les fonctions algébriques de deux variables (de n variables) sont différentiables sur
leur domaine de définition. Dans notre cas, le seul point problématique éventuel est donc
(0,0). La continuité en (0,0) se montre en passant en coordonnées polaires. On a

C(]zy

x? + y?

3 cos(p)? sin(p)

r2

<r,

|f(x,y) = f(0,0)] =

t d li — 1(0,0)| <1 =0.
ctdone I [f(x,y) = £(0.0)] < limr

of

0
i) Puisque f est différentiable sur R?\ {(0,0)}, les fonctions 9/ et —— sont bien définies sur

or Oy
R2\ {(0,0)}. En (0,0) on a:

o e L 20 1
_af(oa()) i L0 - 00 . 0-0_
(9y y—0 y =

1) Comme vu en i), la restriction de f & R?\ {(0,0)} est une fonction différentiable.

i) Supposons que f soit différentiable en (0,0). Par définition de la différentiabilité (voir
cours), on a alors

0 0
f(,y) = F0+2,04y) = £(0,0) + (a—iw,ox a—i(@@)) (j) +ela,y) H @ H
= f(0,0) + g—i(o, 0) =+ %(0’ 0) y + e(z,y) Va2 + y?
avec (x’yl)ig%ovo)e(:v,y) = 0. Puisque f(0,0) = %(0,0) = 2—5(0,0) =0 on a que
(ry) = LB _ 2%y
KN N

Mais sur une suite de la forme (z,,x,) — (0,0) on a

x3 1
lim e(z,,z,) = lim = 0,

ce qui contredit I’hypothese que f est différentiable en (0,0) .
of

.0 . : . :
v) Par i), les fonctions 9/ et —— ne peuvent pas étre continues en (0,0) car sinon la fonction

or Oy
f serait différentiable en (0,0), ce qui n’est pas le cas (cf. iv). En effet, pour (z,y) # (0,0),

on a par exemple
of

%(x,y)

2wy 213y
2y (@24 y?)”

et sur une suite de la forme (z,, z,) —= (0,0) on a

_9f

= 5(0,0).

£0



Exercice 3. (QCM, différentiabilité)
Soit la fonction f: R? — R définie par

Alors :

4

flz,y) = xﬁ/yzx si (z,y) # (0,0)

0 si (x,y) = (0,0)

0
[ ] f est différentiable en (0,0), et la fonction dérivée partielle 9/ est continue en (0, 0).

ox

[ ] les dérivées partielles de f en (0,0) existent, mais f n’est pas différentiable en (0,0).
[ ] f est de classe C*(R2, R).

0
B / et différentiable en (0,0), et la fonction dérivée partielle 2 est continue en (0, 0).

dy

Exercice 4. (V/F: différentiabilité)

Q1:

Q2:

Q3:

Soit une fonction f: D — R, (z,y) — f(z,y), et soit (zg,y0) € D ou D C R? est
ouvert. Si f est différentiable en (xg, o), alors

of of

2 t 2

ax (l’o,yo) € ay (x()ayO)

existent.

Réponse : vrai. Voir une proposition du cours.

Si une fonction f: R? — R est de classe C? alors pour tout (xg,%p) € R? on a

0 0
0_£(x0’y0) = a—g(xoayo) .

Réponse : faux.

Pour une fonction f: R? — R de classe C? on a pour tout (xg,y) € R?

P (o) = (a0

Dzdy 0,Y0) = Dyor 0, Yo
mais il n’existe en général aucun lien entre les dérivées partielles premieres %(wo, Yo)
et g—i(l‘m Yo)-
Soit une fonction f: D — R, (z,y) — f(z,y), et soit (zg,y0) € D ou D C R? est
ouvert. Si f est différentiable en (zo, o), alors

lim [ y) = fzo,y0) — %(370, Yo) (x — o) — g_]yc(l"o, Yo) (¥ — %o)

=0.
(z,y)—(w0,y0) \/(«75 - xO)Q + (y - y0)2

Réponse : vrai. Découle de la définition de différentiable vue au cours.



Q4: Soit une fonction f: R? — R et soit (z,y) € R% Si f est différentiable en (x,y), alors

. f@+hyy+ho) = fz,y) — G (e, y) ha — 5Lz, y) by
lim

(h1,h2)—(0,0) Vhi+h3

Réponse : vrai.

=0.

Oui, ¢a découle de la définition de différentiable.

Q5: Soit f: R? — R une fonction de classe C?. Alors pour tout (xg,%,) € R? on a

O’ f _ f(xo+ h* y0) — flzo, o)
w(l‘07y0) - }11% h2 .
Réponse : faux.
Non, on a
82f(x ) — lim gﬁ (xo + h’? ?/0) - %(I(]?y())
g2 O Y0) =G h '

Exercice 5.
Q1 : Soit la fonction f: R? — R définie par

Y

flz,y) = - + (1 — cos(y)) sin(a:)2

et soit le point p = ( ) Le plan tangent au graphe de f en (p, (p )) est donné par 1’équation
[Jz=-fo+2y W=z to+d
4

[Jz=2y+2a+4 []z=-2 ( D+ 2(y—m)
L’équation du plan tangent au graphe de f au point p = (p1, ps) est

= FO) 20 (=) + 2w (5 po).
En 'occurrence on a )
f(z, 7r) =2+ (1 — COS(?T)) sin(%) =4
et

%(g’ﬂ> = [—i + (1 = cos(y)) - 2sin(z) cos(:c)} =—=,

2 (x,y):(%,ﬂ')

G- frmomer] -

us
57”)

SR

Ainsi I’équation du plan tangent est

4 2 4 2
z=4—— <az—z>+—(y—7r):4——x+—y.
T 2 T T T



Exercice 6.
Solution 1: Une possible fonction est :

x5—y5

flay) =14 = +y* st (z,y) # (0,0),
0 si(z,y)=(0,0),

dont les dérivées partielles en (0,0) sont :

_ =
01 (0,0) = 1ig LBV SO0 _ s =0
or z—0 T =0 T

_ ~5 -0
9 0,0) = 1y L0V = SO0 _ ) Zvi 77
8y y—0 Yy y—0 Yy

Pour étudier la différentiabilité supposons que f soit différentiable en (0,0). Par définition de
la différentiabilité (voir cours), on a alors

_ _ %00 Yoo (* :
o) = 10+ 2.040) = 10,0+ (G0 Fo.0) (5) +awn | (1))
= £(0,0) + %(0,0) x+ 2—5(0,0) y+e(x,y) Va+y?
avec (z,yl)igéo,o)e(x’w = (. Puisque f(0,0) =0, g—i(0,0) =1et g—‘;(0,0) =—1 on aque
flay) —x+y 2ty —ay

e(z,y) = ;
2+ y? (x* 4+ y*) /22 + y?

mais sur une suite de la forme (x,2z) — (0,0) on a

z—0
>0
—14425 14
lim e(z, 22) = lim = — 0,
230 (=, 20) 20 17y/55 175 #

ce qui contredit I’hypothese que f est différentiable en (0,0).
Solution 2: O va construire la fonction f. Posons

flz,y) =2 —y+ Va2 +y2e(z,y)

avec €(z,y) a déterminer et tel que €(0,0) = 0 (voir définition de différentiable). Ainsi on peut
évaluer f en (0,0) et on obtient f(0,0) = 0. On veut que %(O, 0) = 1, donc il faut que

h—0 h h—0 h

=1+ lim sign(h)e(h,0),
h—0

qui est vrai si et seulement si limy, o €(h,0) = 0. De maniére similaire, on a que %(0, 0)=-1
si et seulement si limy,_,0€(0, ) = 0. Mais on veut que f ne soit pas différentiable, donc il faut

que lim €(z,y) n’existe pas. Prenons par exemple
(z,y)—(0,0)

0 sinon.

e(x’y) — {1 si (ZL“,y) 7& (070) et y = x27



Avec ce choix de €(z,y) on a que f satisfait les hypotheses de l'exercice car €(0,0) = 0 et
limy, o €(h, 0) = limy_0 €(0,h) = 0, ce qui implique 9£(0,0) = 1 et 3—5(0,0) = —1. De plus f
n’est pas différentiable car

O—}lgr(l)e(h,O)#}lgr(l]e(h,h)—l,

et donc lim €(z,y) n’existe pas.
(2,y)—(0,0)

Remarque: On voit que si €(z, y) tend vers 0 selon la direction des axes x et y alors les dérivées
partielles de f en x et y existent. Mais ceci n’est pas suffisant pour que f soit différentiable, pour
ceci il faut que €(z,, y,) converge vers 0 pour toutes les suites (z,, y,,) telles que (z,, yn) # (0,0)
et }Lii%(xn,yn) = (0,0).

Exercice 7.

Voir les notes du cours.



