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Analyse avancée II — Corrigé de la série 7B

Echauffement. (Topologie de R")

i) Soit U = |J,, Ua, avec U, des sous-ensembles ouverts de R™. Pour tout = € U il existe «
tel que z € U,. U, étant ouvert il existe § > 0 tel que B(z,0) C U, C U. Donc U est
ouvert.

i) Soit m € N* et U = (" U;, avec U; des sous-ensembles ouverts de R". Si z € U alors
Vie{l,....m} x € Uy, et Vi € {1,...,m} il existe ¢; > 0 telle que B(x,d;) C U;. Soit
0 = min{dy,...,0n}, alors Vi € {1,...,m} B(z,0) C B(x,6;) C U; et donc B(z,0) C

Exercice 1. (Bolzano-Weierstrass)

Soit (z), Tx = (xkﬁl, . ,xk,n) € R™ une suite bornée, c’est-a-dire il existe C' > 0 tel que
Vk, ||z|| < C. Alors, pour chaque i = 1,...n la suite (x;“) est bornée. On peut donc par le
théoreme de Bolzano Weierstrass pour R extraire de la suite (xj) une premiére sous-suite, telle
que la premiere composante des (xj) convergent. De cette premiere sous-suite on peut extraire
une sous-suite de sorte que la deuxiéme composante des (zj) converge aussi. En répétant
cette procédure n fois on arrive & une sous-suite pour laquelle toutes les composantes de (x)
convergent. A noter que le fait que 'on ait qu’un nombre finis de composantes est crucial!

Exercice 2. (Suites de Cauchy)
i) Une suite (z), zx € R" est dite de Cauchy si

Ve > 0, dng € N tel que Vn,m > nyg, ||z, — x| <e

i1) Ceci est vrai pour n = 1 (voir Analyse I). Nous avons montré dans le cours qu’'une suite
(), xp = (yck,l, . ,ka) € R™ converge vers © = (x1,...,2,) € R" si et seulement si
pour chaque ¢ = 1,...n la suite (a:;“) converge vers x;. Ceci veut dire que toutes les
suites des composantes de (xy) sont des suites de Cauchy, ce qui implique la proposition
en utilisant la norme || ||, et puis ’équivalence des normes dans R".

Exercice 3. (Sous-ensembles fermés)

Soit X C R™ fermé et (xy), xx € X une suite convergente vers x € R™. Le point z ne peut
pas étre dans le complément X¢ de X, car X¢ est ouvert mais tout voisinage de x contient
des points 7, € X. Donc z € X. Réciproquement, supposons que tout suite convergente (xy),
xrr € X, converge vers un élément de X. Nous procédons par un raisonnement par ’absurde.
Si X n’est pas fermé, alors X n’est pas ouvert, et il existe donc au moins un point = € X¢ tel

1
que dans toute boule B | 7, 7 ) k € N*, il existe x;, € X. Par conséquence, la suite (xy) de ces

xp converge vers T, et donc par hypothese = € X, ce qui contredit z € X°. Donc X est fermé.



Exercice 4. (Espace vectoriel des fonctions continues)

Soit I'ensemble V' = C([0,1],R) des fonctions continues sur l'intervalle [0, 1] & valeurs réelles,
muni de 'addition des fonctions et de la multiplication des fonctions avec les nombres réels.

1)

i)

iii)

iv)

v)

i)

Si f1 et fy sont deux fonctions dans V', alors Va, 5 € R la fonction af; + [ fs est aussi
dans V.

Par conséquence de la linéarité de 'intégral et des propriétés des fonctions continues on

a bien que vfuguflny € V? <fag> = <guf>7 que <Oéf1 +6f27g> = a<f179> +/8<f17g> et

que (f, f) > 0, avec égalité seulement pour f = 0. Les propriétés de la norme induites
suivent comme dans le le cas de V = R" (voir la série 6B, échauffement).

Comme pour le cas de R™ on a pour f,g € V et a € R, que

0<{af+g,af+g) = /( f(@)+g(x))* dfé‘—/ (®f(2)* + 20 f (2)g(x) + g(x)?) dx

—a/f dx+2a/f dx+/olg( )2 da

= o*|[fII* +2a(f, 9) + llg]l* = p(e),

avec les mémes conclusions pour le discriminant de I’équation quadratique p(a)) = 0. D’out
I'inégalité de Cauchy—-Schwarz.

Les propriétés de la norme suivent directement des propriétés du supremum et de I'inégalité

triangulaire pour chaque x € [0, 1].

Vo € (0,1],1 —x < 1 et donc lim f,(x) = 0. Par contre on a que Vn, f,(0) =1, et donc
n—oo

lim f,(0) = 1. La limite point par point de la suite des fonctions f,, n’étant pas continue

n—oo

en x = 0, la limite n’est donc pas dans V. Néanmoins

i 1
S 1fall2 = hm/ N

Ceci montre que la suite des fonctions f,, € V' converge dans la norme || || vers la fonction
f=0eV.

Le théoréme de la convergence uniforme (voir le cours d’Analyse I) garantie que la limite
d’une suite de fonctions continues qui converge uniformément est une fonction continue.
La suite f,, donnée ne converge donc pas dans la norme || ||. Ceci signifie que les deux
normes ne peuvent pas étre équivalentes, car pour des normes équivalentes la convergence
dans une des normes est équivalente a la convergence dans ’autre norme.



