EPFL Peter Wittwer
Section PH 20 février 2025

Analyse avancée 1I — Corrigé de la série 1A

Echauffement.

i) La fonction y(z) = 2 est solution de I’équation. Pour y # 2 on a

d d 5 A
Yoy2 = Y _m = m(y-2h=2+C, CeR
dx y—2

= y—2="Ce", C#0 = y==Ce* 4+ 2.

Avec C =0, on a y(z) = 2. Ainsi la solution générale est y(x) = Ce® 42 avec C' € R
pour x € R.

i1) La fonction y(x) = 0 est une solution. Pour y # 0, on a

dy
-7 — =
dx o Y

1 .
&y = —zdx = In(|y|) = —§SB2 +C, CeR

2

= y:C’e_%z, C#0.

EQ
Comme le cas C' = 0 correspond a y(z) = 0, la solution générale est y(z) = Ce™z avec

C € R pour z € R.

iii) La fonction y(x) = 0 est une solution pour x €] — 00, 0] et pour z €]0, 00[. Si z,y # 0 on a

d d d ~ ~
dy_ Sy Ay S ) = —3m(z) + G, CeR
dx x Y x
C C C
= ’y|:W, C#0 = y=+=+ = Y=

P

C

Comme C' = 0 mene a y(z) = 0, la solution générale est y(x) = — avec C € R pour
x

x €] — 00,0[ et pour = €]0, c0].

Exercice 1.

d
i) En écrivant y = d_y dans I’équation donnée, celle-ci devient
x

d d

Yy o Yo
dx Y

On integre alors des deux cotés et on obtient pour x € R
In(jy|) = Az +C avec C € R,

c¢’est-a-dire i

ly(z)| = e | e y(r) = Ce™  avec C € R.
Notez quon peut avoir €' = 0 (méme si ¢ € R\ {0}) parce que la fonction y(z) = 0 est
aussi une solution de I’équation.

Remarque : Une équation différentielle de cette forme décrit une croissance (si A > 0) ou
décroissance (si A < 0) exponentielle, un phénomeéne qui apparait souvent dans la nature.
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i1) En intégrant

dy
y?+1
Il s’en suit que y(z) = sinh(z + C) pour C,z € R.

= dx des deux cotés on trouve Argsh(y) =2+ C pour C,z € R.

Exercice 2.

1)

i)

d
On procede par séparation des variables. En écrivant ' = d—y I’équation devient
x

6(y — 1) dy = 2(3x + 4) dx,

d’ot, par intégration des deux fonctions polynomiales,

20y —1)7° =2+ 222 + C, C eR.

La forme explicite de la solution y est donc
y(x):l—i—f—l(x?(%x—i—l)—l-C), recl, CcR, (1)

ot f~(u) est la fonction réciproque de f(x) = 23 et I est un intervalle ouvert & définir.
Comme f est bijective sur R, sa fonction réciproque f~! est aussi définie sur R, & savoir
par
F7H(w) = sgn(w)|ul'?.

Cette fonction est continue sur R mais elle n’est pas dérivable en v = 0, ce qui fait que
I'équation différentielle a plusieurs solutions y(x) de la méme forme (1) qui sont définies
sur des intervalles ouverts différents. Ces intervalles I dépendent des racines réelles du
polynome 2 (%.I + 1) + (', chaque solution étant définie sur un intervalle ouvert sur lequel
ce polynome est du méme signe.

La condition initiale (0) = 0 implique que 0 = 1 + sgn(C)|C|*/?, c’est-a-dire C' = —1.
On obtient donc la solution particuliere (maximale)

y(gj):l—|$2(%aj—l—1)—1}1/3:1—{’/1—$2(%$+1) ,  x€]—o00,1,

oll zyp > 0 est 'unique solution réelle de I’équation z? (%x + 1) —1=0.
(On peut voir que xq est 'unique solution et qu’elle est positive par une mini-étude de la
fonction g(z) = 2? (32 + 1) — 1.)

On applique la méme méthode:

1 1 ~ ~
yy — | BN ye‘y2dy =e ¥y = —56_2’/2 = —16_4” +C, CeR
—2 1 4z 2 1 —4x
= ey:§e +C, CeR = y>=—In 3¢ +C)), CeR

En fait, la constante C' ne peut pas prendre toutes les valeurs dans R parce que 3% > 0 et
le logarithme doit étre définie. Mais comme on ne s’intéresse pas a la solution générale ici,
il n’est pas nécessaire de trouver le domaine exact de C, il suffira de trouver la valeur de
C' a partir de la condition initiale et puis le domaine de x en fonction.

La forme explicite de la solution y est alors
y(x) = :I:\/— In(ie~4* + C).
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La condition initiale y(0) = /In(2) implique que le signe est positif, et, de plus,
In(2) =+4/-In(3+C) = C=0.

La solution particuliere pour la condition initiale donnée est donc

y(x) = v/4z + In(2)

2
. N . . / . ln(2) / o 5 , .
qui est a priori définie pour z > ——=. Or, Yy (r) = ———— n’est pas définie en
: (@) V4zr +1n(2)
r= —#. La solution maximale pour la condition initiale donnée est donc

y(z) = \/4x + In(2), xe}—lniz),oo[.

Exercice 3.

i) Pour € = 0, la solution maximale est yo(x) = e, x € R. Pour € > 0 on utilise la séparation
des variables

dy lte dy
% =1y = y1+5 =dz ,

ce qui donne, apres intégration, la solution générale

=xz+C, avec(CeR.
EY*

La condition initiale implique que

——=C.
3

el
y -=—clx——
3

et la solution particuliere recherchée est donc

Ainsi

yo(z) = (1 — ex) "¢, xe]—oo,%[ .

(L’intervalle de définition pour x s’obtient a partir du fait que 1 — ex doit étre positif.)

i) On a vu que le domaine de définition de y. pour € > 0 est }—oo, H et que celui de yy est
R. Donc si b < 0, I'intervalle A est dans le domaine de définition de y. pour tout € > 0 et
g9 = 00. Si b > 0, 'intervalle A est dans le domaine de définition de y. pour autant que
b < %, c’est-a~dire pour tout € < gy = %

ii1) Pour montrer que lir% lye(z) — yo(z)| = 0, il suffit de montrer que hII(l) ye(z) = yo(x).

E—r E—r
On a que
1

limy. () = lim (1 —ex)”

e—0 e—0

) 1
= lli% exp [_E In(1 — 5x)} .
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Comme la fonction exponentielle est continue, on peut échanger ’évaluation de la fonction

et la limite et 'on obtient
In(1 —
lim y.(z) = exp [lim (_n(—ex))} :

e—0 e—0 g

Puisque liné In(l —ex) =In(1) =0 et lir%s = 0, on peut appliquer Bernoulli-I'Hospital *
E— E—

pour calculer la limite, ce qui donne

lim y () = exp [g% < E )] = exp [}:g% - m} = exp () = yo(x) -

Exercice 4.

On récrit 1’équation

dy dy / dy /
— =yla—10 & — =t & ——— = [ dt
dt v v) y(a — by) y(a — by)

On décompose le terme de gauche en éléments simples :

A B Ala—0b B
4 = (o —by) + By & 1= A(a—by)+ By = Aa— (Ab— B)y,
y a-—by y(a—by)

donc Azé et B:S. Ainsi

1 1 b 1 1
—— _dy= [ —d — _dy=-1 — “In(la—1b
/y(a_by) y - y+/a(a_by) y=—n(|y[) = ~n(la —byl),

et donc on a pour C' > 0

1 1 Y Y
-1 — =1 —byl) =t+In(C) < = Ce' = +C%"
“In(ly)) — ~ In(la— byl) =t +In(C) el B e
On pose alors C* := £C* € R* et on continue
yb =C*" & y=Cea—-by) & y(l+bC*e") =aC*e
a—"9oy
aC*e™ aC* a 7
Y= P — « et - e~
14 bC*e  e=at 4 p(C' = tb 1+ %=
On détermine la valeur de C* pour condition initiale y(0) = yq:
y(0) = b o Y < aC"=y50C"+1) & ("= Yo
1+ bc% bC* + 1 0 0 a — byy

'En général il est préférable d’éviter la regle de Bernoulli-I'Hospital et d’utiliser les développements limités.

On a

—x +

In(1 —
(formule de Taylor avec reste) que In(1 + z) = z + 0(z) autour de z = 0, ce qui donne que In(1 —ez) =
€

lorsque € — 0, d’ou le résultat. De plus, dans le présent cas, on aurait d’ailleurs aussi pu utiliser

directement que

1 _ 1\
lim (1 —ex) ® :(lim(l—sz) w) — %,

e—0 e—0



La solution cherchée est donc

a

— b

e~ éc;o byo) 1+ (% _ 1) —at

P SIS

y(t) = 5 n
comme vu au cours.
Noter que pour les conditions initiales yo = 0 ou yo = %, les solutions de I’équation différentielle
sont des fonctions constantes, a savoir y(t) = 0 et y(t) = § respectivement.
La croissance de la solution y(t) est déterminée par le facteur A := ﬁ —1 devant ’exponentielle.
Siyo > ¢, alors A < 0 et donc y(t) est décroissante. Si yy < § on a A > 0 et y(t) est croissante.

Puisque tlim y(t) = ¢, la droite y = { est une asymptote horizontale et n’est donc jamais
—00

intersectée par y(t).

Exercice 5.

Observons d’abord que les fonctions constantes y(x) = 0 et y(z) = 1 sont des solutions pour
x € R.
Siz,y+#0etxy+#1, I'équation différentielle donnée s’écrit

dy ~ dx
yly—1)  a(z—1)°

puis, en décomposant chaque terme en éléments simples:

En intégrant les deux cotés on obtient

—Inly| +In|y — 1| = —In|z| +In|z — 1| +1n(C), C >0,

1 —1 .
& ln‘—y —1n|Z +1In(C) C >0,

y x
1 =1 -

‘y ‘ ¢ >0, 2)
y x

L’équation (2) est équivalente a
—1 —1
I— =0T, CeR\{0}, (3)

Yy T

car, si un couple (z,y) satisfait ’équation (2) pour un certain C, il satisfait aussi 'équation
(3) avec C' = C ou C = —C, et si un couple (x,y) satisfait 'équation (3) pour un certain C, il
satisfait aussi ’équation (2) pour C' = |C].

A partir de (3) on trouve l'expression explicite de y en fonction de x,

x
Cylr —1) = -1 = Cr—C—-12)=— = = .
y(x—1)=z(y—1) y(Cx T) = -7 y(z) =0t 0C
Pour C # 0 et C # 1 la fonction y(z) définit deux solutions, une sur I'intervalle ]—oo, %[ et
une sur 'intervalle } %, 00 [ (Le dénominateur de y s’annule en x = % dans ce cas.)

Pour C =0,0ona y(zr) =1 et pour C =1, on a y(x) ==z. Tout comme la solution triviale
y(x) = 0, ces deux solutions sont définies pour z € R. La solution générale de 1'équation
donnée est donc



VO =G ro
y(z) =1,
y(z) ==,
y(z) =0,

C eR\{0,1}, z € |—00, 5[ ouw € |55, 00/,
Cc=0, r € R,
c=1, r € R,
- x € R.

Pour trouver les solutions particulieres pour les conditions initiales y(x¢) = yo données, on met
la condition initiale dans la solution générale et on résout pour C. Les solutions sont:

.I’():—]_7 y():—]_
o=—1, =1
To=2, yo=+4

ZL'0:2, y0:—4

= C = =
= C = =
= Cc=3 =
= c=2 =

*On a choisi intervalle qui contient .

Y=z, reR
y=1, reR
y—%, x €] — o0, 3[*
y =52, z €]3, 00["

-5 -4 -3 -2

Graphe des solutions (les points correspondent aux conditions initiales):

Exercice 6.

La fonction u(t) qui satisfait pour ¢ € R 'équation différentielle

u' 4 u? sin(t) =0

avec la condition initiale u(0) = 1 vérifie aussi :



