=L Une note a propos des algorithmes récursifs

" ||s sont tres puissants: peu de lignes font beaucoup de choses !
= ... mais ils sont aussi difficiles a lire, et a ecrire !

= Et au fait, comment ca marche, concretement, un algorithme récursift ?
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=prL TN d'une liste de nombres

Ce probleme, omniprésent en informatique, a éete réesolu de milles facons !
Nous avons vu precedemment le tri par insertion, mais Il existe aussi :

= Letriabulles

= e tri a cocktall

= Le tri a peighe

= Le tri pair-impair

= Le tri par selection
= Le tri par tas

= e tri rapide

= Le tri stupide (!)
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Aujourd'hui, nous allons voir un tri recursif : le tri par fusion, qui permet une resolution plus
rapide du probleme que le tri par insertion.



=prL 1 par fusion

Soit L une liste non-triee de nombres entiers, de taille n.
On aimerait trier cette liste dans l'ordre croissant.

Sin=1, sortir: L

m < |n/2}

L, < tri par fusion(L(1: m), m)

L, « tri par fusion(L(m + 1: n),n — m)

L' « fusion(Ly, L,)
Sortir : L'
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=r-. Schéma d'exécution de I'algorithme

log,(n) niveaux

m=2 L =(9,3,54) (n =4)
m=1 L, = (9,3) L, = (54)
Li; = (9) Li; = (3) Ly, = (5) Ly, = (4)
Condition de I I I I
terminaison
L’ 11 = (9) L' 12 = (3) L’ 21 = (5) lez = (4)
\ . / \ /
L'y = (3,9) L', = (4,5)

COmpleXité \ /
F

temporelle L' = (3,4,5,9)

O (n-log,(n))

(voir aussi p. suivante) @(n) opérations é Chaque niveau
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=L Complexité temporelle de I'algorithme

= Comme pour la recherche par dichotomie, (approx.) log,(n) niveaux sont
necessaires pour arriver a des listes de taille 1.

= A chaque, niveau, il faut fusionner n elements, ce que se fait en 0(n)
operations.

= — complexité temporelle 8(n - log,(n)):
plus efficace que le tri par insertion (dans le pire des cas)
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=prL Fusion ("fermeture éclair")
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jl(_l Sij1=m1+12
Jjo <1 Tant que j, < m, :
j <1 L() < Ly(j2)
Tantquejlﬁmletjzﬁ‘mzt ]2(__]2+1
Si L;(1) < L;(j2) jejt+1
L(j) < L1(j1) Sinon :
jl (_]1+1 Tantquej1Sm1:
jej+1 L() <« L(y)
Sinon . j]_ (_jl + 1
L(j) < L2(j2) JeJt+1
jz (_jz -+ 1 SOrtir : L
jegj+1

Complexité
temporelle
O(m, +m,)
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=prL. Rendu de piéces de monnaie

Pour rendre une certaine quantite d'argent z, un automate dispose d'un
ensemble P de pieces de monnaie, chaque piece étant disponible en grande
guantite.

Exemple: z = 2.80 francs
P = {10 cts, 20 cts, 50 cts, 1 fr, 2 frs}

Le but est de rendre le montant exact avec le moins de pieces possibles.
Dans I'exemple ci-dessus, il faudrait donc rendre les pieces:

2 frs, 50 cts, 20 cts et 10 cts

Un algorithme recursif permet de faire ca!
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=prL Description informelle de I'algorithme

1. Est-ce que z = 0 ? Si oul, s'arréter.

2. Est-ce qu’il n'y a plus de pieces a disposition ou est-ce que z est plus
petit que la valeur de la plus petite piece disponible ? Si oul, declarer que
le rendu exact est impossible et s’arréter.

3. Est-ce que z est plus petit que la valeur de la plus grande piece
disponible ? Si oui, recommencer en 1. en enlevant la possibilité d'utiliser
cette plus grande piece.

4. Rendre la plus grande piece disponible p et recommencer en 1. en ayant
mis a jour la valeurde z a z — p.
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=rrL Algorithmes gloutons
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L'algorithme que nous venons de décrire en mots fait partie de la classe des
algorithmes dits "gloutons"” ("greedy" en anglais) qui ne remettent jamais en
guestion les decisions prises precedemment.

De tels algorithmes sont genéralement economes en temps de calcul (ils vont
droit au but !), mais comme nous allons le voir, le prix a payer est qu'ils ne
trouvent pas toujours la meilleure solution du probleme (ou méme ne trouvent
pas la solution tout court !).



=rrL Description formelle de I'algorithme

Soit: z =le montant a rendre

P={p <p, <::<p,}l'ensemble des pieces disponibles pour le
rendu de monnaie

n = le nombre de pieces disponibles

rendu glouton
si z = 0, sortir @ (ensemble vide)
sin =0ouz < pq, sortir "'rendu exact impossible”

sl z < p,,, sortir rendu glouton(z,n — 1)
Sortir : {p,,} U rendu glouton(z — p,,, n)
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=prL EXemple

La sortie de cet algorithme (implémenté dans tous les distributeurs de
boissons, barres de chocolat et billets de train qu’'on peut rencontrer) est donc
un ensemble de pieces, eventuellement ponctué d'un message "rendu exact
Impossible”.

Dans notre exemple, on a:
z = 2.80 frs

P ={10 cts, 20 cts, 50 cts, 1 fr, 2 frs}
n = 5 au depart

Dans ce cas, la sortie de 'algorithme est I'ensemble des pieces :
{2 frs, 50 cts, 20 cts, 10 cts}
et le rendu de monnaie est exact (= 2.80 frs).
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=r-.Schéma d’exécution de I'algorithme

endu(z50,5
rendu(0.80, 5)
si z = 0, sortir @ (ensemble vide) | | ne plus utiliser 2 frs l
217 < . sorr vendu glowton(zn < 1) rendu(0.80, 4)
Sortir : {p,,} U rendu glouton(z — p,,,n) ne plus utiliser 1 fr 1
rendu(0.80, 3)
utiliser 50 cts |

rendu(0.30, 3)
ne plus utiliser 50 cts l

rendu(0.30, 2)
utiliser 20 cts l

rendu(0.10, 2)
ne plus utiliser 20 cts l

rendu(0.10, 1)
utiliser 10 cts l

rendu(0, 1)
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=prL Malis...

Comme mentionne plus haut, cet algorithme ne trouve pas toujours la solution
optimale du probleme. Voici deux exemples :

Exemple 1
Gardons z = 2.80 frs, mais changeons I'ensemble des pieces:

P = {20 cts, 50 cts, 1 fr, 2 frs} (etdoncn =4).

Dans ce cas, I'algorithme glouton rend successivement les pieces

{2 frs, 50 cts, 20 cts}, puis affiche le message "rendu exact impossible”,
alors que c’est faux, puisqu’il aurait ete possible de rendre

{2 frs, 20 cts, 20 cts, 20 cts, 20 cts} pour obtenir un montant exact.

L'absence de la piece de 10 cts pose ici un probleme a I'algorithme.
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=prL Malis...
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Exemple 2
Considerons maintenant z = 60 cts avec P = {10 cts, 30 cts, 40 cts} et n = 3.

Dans ce cas, I'algorithme glouton rend les pieces {40 cts, 10 cts, 10 cts},
ce qui est certes un rendu exact, mais ne minimise pas le nombre de pieces
rendues, car Il aurait mieux valu rendre {30 cts, 30 cts}.

Fort heureusement dans la pratique, les ensembles de pieces utilisées
suivent souvent le schema "1, 2, 5", répété a plusieurs echelles. On peut
montrer que ces ensembles ont la proprieté d'étre canoniques, ce qui
signifie que l'algorithme glouton decrit precedemment trouve toujours la
solution optimale du probleme !
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=rrL. Programmation dynamique

= Jusqu’'a present, nous n'avons vu que des algorithmes recursifs ou toutes
les operations effectuees sont nécessaires a la resolution du probleme.

= Cependant, dans le cas du rendu de pieces de monnaie, l'algorithme
glouton ne trouve pas toujours la meilleure solution du probleme, voire pas
de solution tout court.

= Pour réparer cela, il est necessaire de developper un algorithme plus
exploratoire.
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=L Un exemple simple : résolution d'un sudoku

Pour resoudre un sudoku difficile, on doit parfois essayer deux chiffres
differents (ou plus) dans une case donnee et explorer ou cela mene, pour
finalement conclure que seul un des deux chiffres mene a la solution.
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==L Probléme de |'algorithme glouton

Comme nous l'avons vu, l'algorithme glouton ne fonctionne pas toujours
correctement si la liste P des pieces de monnaie a disposition n'est pas
"standard”.

Au lieu de cela, nous desirerions un algorithme capable de
1. rendre le montant exact (lorsque cela est possible)

2. rendre le nombre minimum de pieces

(en privilegiant toujours le point n® 1)
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==L Probléme de |'algorithme glouton

L'erreur de l'algorithme glouton est de toujours choisir "sans refléchir" la piece
avec la plus grande valeur possible, ce qui mene parfois a des problemes.

Un algorithme plus circonspect consiste a choisir, a chaque étape,
entre deux options :

1. rendre la piece avec la plus grande valeur disponible

2. choisir de ne pas utiliser cette piece de plus grande valeur (et donc de ne
plus l'utiliser dans la suite non plus)

Il importe d'étudier ou chacun de ces choix mene (comme pour le sudoku)
avant de prendre une decision.
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Exemple

P={30cts,40cts}, n=2,z=11r

rendu(1 fr, 2 pieces)

utiliser 40 CV \ne‘plus utiliser 40 cts

rendu(60 cts, 2 piéces) rendu(1 fr, 1 piece)
utiliser 40 ctsA/ \Ae plus utiliser 40 cts \ utiliser 30 cts
rendu(20 cts, 2 piece) rendu(60 cts, 1 piece) rendu(70 cts, 1 piece)
probleme ! l utiliser 30 cts \ utiliser 30 cts
rendu(30 cts, 1 piece) rendu(40 cts, 1 piece)
l utiliser 30 cts \ utiliser 30 cts

rendu(0 ct, 1 piéce) rendu(10 cts, 1 piece)

rendu exact ! probléme !



=prL EcCriture formelle de I'algorithme

rendu dynamique

si z = 0, sortir @ (ensemble vide)

sin = 0 ou z < p;, sortir “rerdu-exaectimpeossible- — un grand ensemble de pieces
sl z < p,, sortir : rendu dynamique(z,n — 1)

R, « {p,} U rendu dynamique(z — p,,, n)

R, « rendu dynamique(z,n — 1)

Si |R{| < |R,]|, sortir : R, Note : |R| désigne la taille

Sinon, sortir : R, 'ensemble R
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Mémoisation

= |_a programmation dynamique permet une exploration systématique de tous
les chemins possibles pour arriver a la solution du probleme (si celle-ci
existe).

= Cependant, cette facon de faire a un gros defaut : a chaque éetape, il faut
choisir entre 2 chemins : si chaque chemin est de longueur n, le nombre de
chemins a explorer est donc de |'ordre de 2™

— temps de calcul prohibitif !

* De plus, beaucoup de calculs sont repetes inutilement lors de I'exploration.

= Une solution : mémoriser les calculs effectués au fur et a mesure
— reduction du temps de calcul
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