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La Dualité Onde-Particule

La mécanique quantique fut établie a travers un long processus expérimental et con-
ceptuel au début du 20eme siecle (~ 1900-1930). En 1900, I’édifice de la physique clas-
sique semblait complet avec d’une part les lois de la mécanique Newtonienne décrivant
le mouvement des particules matérielles, et d’autre part la théorie de Maxwell décrivant
tous les phénomenes électromagnétiques. La distinction entre particule et onde était
nette. Par exemple, on considérait que 1’électron est une particule possédant une posi-
tion ¥ = (x, y,z) € R? bien définie, une vitesse et quantité de mouvement (ou impulsion)
bien définie g = mv (V¥ = ‘(jj—f). Etant donné des conditions initiales %(0) et #(0) on peut
décrire grice a I’équation différentielle de Newton la trajectoire X(¢) (et aussi ¥(r)). La
précision attribuée a cette description n’est qu’une "affaire de technologie" et on peut es-
pérer repousser toute incertitude grace a des instruments de plus en plus précis. D autre
part, suite aux travaux de Maxwell et aux expériences de Hertz, il était établi que la
lumiere visible est une onde électromagnétique, de méme nature que les ondes radio;
la seule différence étant I’ordre de grandeur de la longueur d’onde et la fréquence. Les
ondes électromagnétiques sont des vibrations ondulatoires des champs électriques et
magnétiques décrites par les équations (aux dérivées partielles) de Maxwell. Celles-ci
sont parfaitement déterministes et 1’évolution du champ électromagnétique est connu
en tout temps, si on sait fixer les conditions initiales.

Les expériences qui furent a I’origine d’une véritable révolution conceptuelle, et
menerent a un changement complet de paradigme, concernent I’interaction de la matiere
et du rayonnement.

Tout d’abord en 1900, la distribution spectrale des fréquences dans un "corps noir"
mena Planck a considérer que la lumiere est absorbée et émise par les parois matérielles
en quantités discrétes. La théorie électromagnétique des ondes prédisait un échange
continu d’énergie et était incapable de reproduire le bon spectre de fréquence du corps
noir'.

Ensuite, "I’effet photoélectrique” (Section 1.2) fut clairement mis en évidence par
Lénard en 1902 (suite aux travaux antérieurs de Hertz ~ 1885) et conduisit Einstein a
postuler que la lumiere est en fait constituée de corpuscules, aujourd’hui appelés "pho-
tons".

L’observation de raies spectrales (d’émission ou d’absorption) discrétes pour divers
éléments chimiques indiquait aussi que I’échange d’énergie entre atomes et radiation est

' Un "corps noir" est une cavité matérielle (comme un four) dont les parois sont en équilibre thermique
avec la radiation. Nous n’en dirons pas plus dans ce cours
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de nature discrete. Bohr (1910) repris la nouvelle idée de photon et proposa le "modele
de Bohr de I’atome". Sa théorie permettait d’expliquer les raies spectrales connues et
méme d’en prédire de nouvelles qui furent observées beaucoup plus tard. (Section 1.6)

Etant donné que la lumigre semblait avoir une nature a la fois corpusculaire et ondu-
latoire, De Broglie postula que cela pourrait étre le cas pour les électrons aussi; et en fait
pour toute forme de matiere. En 1924, il proposa une formule associant une longueur
d’onde (appelée aujourd’hui longueur d’onde de De Broglie) aux électrons. Grace a
cette formule, les résultats de Bohr a propos des raies spectrales (de 1’hydrogene) pou-
vaient étre reproduit. Les idées de De Broglie furent confirmées expérimentalement
par Davisson et Germer par des expériences de diffraction d’électrons sur des cristaux.
Ces expériences (1927) confirmerent de fagon éclatante et surprenante que les électrons
peuvent parfois se comporter comme des ondes.

Entre 1925-1930, la théorie quantique moderne, encore universellement utilisée
aujourd’hui, fut développée par Schrodinger, Heisenberg, Born, Jordan, Dirac (et
d’autres...). Schrodinger (1926) élabora (a partir des idées de De Broglie) 1’équation
régissant I’évolution temporelle de "I’onde de De Broglie" associée aux particules (Sec-
tion 1.7). Cela lui permit de calculer de facon fondamentale le spectre de 1’atome
d’hydrogene. Aujourd’hui, on sait que 1’équation d’onde de Schrodinger est a la base
de la chimie. Heisenberg (1925-26) développa une approche différente, plus directe-
ment basée sur les propriétés connues a I’époque de I’interaction entre atomes et rayon-
nement (par exemple les raies spectrales, etc.). Son approche était abstraite et conduisait
a décrire la position et I'impulsion des électrons orbitant autour du noyau par des ma-
trices. Sa mécanique était appelée "mécanique des matrices". Born, Jordan et Dirac
montrerent tres rapidement que les approches de Schrodinger et Heisenberg étaient en
fait des formalismes mathématiquement équivalents.

Aujourd’hui, les physiciens font a peine la distinction entre les deux approches,
ondulatoire et algébrique. En fait, elles furent largement unifiées dans les travaux de
Dirac et von Neumann (~ 1930-1932) qui présenterent une formalisation et un cadre
mathématiquement précis des lois de la mécanique quantique. Cette formalisation sera
présentée dans le Chapitre 3. Elle reste a ce jour essentiellement inchangée et donne
un cadre mathématique clair pour la description des phénomenes. Ce Chapitre 1 ainsi
que le Chapitre 2 donnent une premiere introduction a quelques concepts a partir de
la phénoménologie expérimentale. Ainsi, la formalisation mathématique de la théorie
quantique paraitra moins arbitraire.

Le cheminement historique brievement décrit ci-dessus est a la fois trop long et com-
pliqué pour étre décrit en détail ici. Nous allons donc introduire deux aspects essentiels
de la phénoménologie quantique en sélectionnant deux expériences clés. Celles-ci sont
: Pexpérience des fentes de Young (Section 1.1) et I’effet photoélectrique (Section 1.2).
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Les expériences de doubles fentes

Lexpérience de Young - 1803

La nature ondulatoire de la lumiere fut d’abord mise en avant par Hooke, Huygens et
Euler. Néanmoins, Newton pensait que celle-ci était constituée de corpuscules et c’est
cette conception qui domina jusqu’au 19¢me siecle. Ce débat fut (provisoirement!) clos
par Young en 1803 qui établit de maniere expérimentale que la lumiere est une onde et
fut notamment capable de déterminer la longueur d’onde de la lumiere visible (rouge,
vert, bleu, etc).

Le schéma de I’expérience est esquissé sur la Figure 1.1.

A

E E.

Figure 1.1 Expérience de doubles fentes.

Un faisceau monochromatique est envoyé sur un écran E; percé par une fente. Le
faisceau est diffracté et arrive en E,. Cette étape sert simplement a travailler avec une
source cohérente ponctuelle constituée par la fente de E; . La lumiere est ensuite diffrac-
tée par les deux fentes de E;, qui se comportent comme deux sources ponctuelles. Si 7
et 7 sont les positions des deux fentes, les deux ondes sphériques sortantes des fentes
ont la forme

ei(kl?—rﬂ—wt)
() =A———5— (1.1
|F — i
et
ei(kl?—r}l—a)t)

Yo(P) = As—— (1.2)
|F = 13
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Ici ¢ (P) et o (7) sont les amplitudes des deux ondes au point 7de 1’espace. Le nombre

d’onde k est reli¢ a la longueur d’onde par k = % et w est relié a la fréquence de

I’onde w = 2mv. Pour la lumiere, on a Ay = f Az colc ~ 2997 x 10% m/s est
la vitesse de la lumiere (dans le vide). La figure montre des cercles qui représentent
les maxima des deux amplitudes (I’espace entre les cercles correspond aux minima).
Ces deux ondes "se superposent”. Le principe de superposition de la théorie des ondes

stipule que 1’amplitude totale au point 7 est donnée par

w(@) = Y1 (P) + ¢o(P). (1.3)

En d’autres termes, les maxima se renforcent quand les cercles s’intensifient. Cela
produit les "figures d’interférence” avec lesquelles nous sommes tous familiers a con-
dition d’étre un peu observateur. En effet, des figures d’interférence peuvent étre ob-
servées en jetant deux cailloux sur la surface d’un lac plat! Toujours est-il qu’une obser-
vation plus précise est obtenue, comme le fit Young, en récoltant I’intensité lumineuse
sur I’écran Ej. L’intensité récoltée est donnée par |/(7)| oure E;. 11 peut étre montré
que

nd p

4A2
() =~ o 0052(75), D>>d (1.4)

ou D est la distance entre E, et E3, d la distance entre les deux fentes (d = |7 — 53|)
et p la variable radiale mesurée a partir du centre de 1’écran (point O). Les franges
d’interférence sont circulaires. La Figure 1.2 représente une coupe radiale de I’ intensité
en fonction de p.

Les maxima de I'intensité se trouvent sur les cercles concentriques de rayons p, =
n/lg. La distance entre deux maxima est 0,11 — pn = /lg. En mesurant cette distance,
Young était capable de déterminer A. Pour la lumiere visible A est de 1’ordre de 600 a
400 nm (1 nm = 107 m).

Que se passerait-il si le faisceau lumineux était constitué d’un ensemble de projectiles
("des grains de lumiere") ou de corpuscules? La prédiction "naive classique" donnerait
un élargissement du faisceau au passage des fentes a cause des collisions avec le bord
des fentes. On s’attendrait a trouver plus de particules au centre de chaque faisceau
diffracté et moins au bord (Figure 1.3). L’intensité récoltée en E3 ne présenterait pas de
franges d’interférences. Vous pouvez essayer de faire 1’expérience avec des balles de
tennis ou de ping-pong. Vous pouvez lancer ces balles une par une, ou toutes ensemble
a travers les fentes; cela ne change pas grand-chose aux résultats de la Figure 1.3.

L’intensité récoltée sur E3 (nombre de balles en fonction de la position) a la forme
N1 (P) + Ny(P) (Figure 1.4).

Mais la nature est tres surprenante en fait! Dans le paragraphe suivant, nous discutons
des expériences modernes de Young faites avec des électrons et méme des molécules.
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Intensité °

Figure 1.2 Intensité en E5 de la figure d’interférence.

Es

Figure 1.3 Expérience avec des projectiles.



La Dualité Onde Particule

N, (F)+Ny(r) o

Es

Figure 1.4 Intensité en E5 avec des projectiles.

Expériences modernes de doubles fentes - post 1960

En 1909, G. Taylor répéta I’expérience de Young avec une source de lumiere tres faible,
correspondant a la lumiere d’une bougie placée a environ 1 km de I’écran! La figure
d’interférence est toujours observée. a I’époque, on ne pouvait pas conclure grand-chose
de cette expérience, mis a part le fait que la nature ondulatoire de la lumiere est valable
méme pour des intensités extrémement faibles. Nous allons voir qu’en fait I’expérience
de Taylor préfigure des expériences modernes absolument remarquables faites avec des
particules. En effet, comme nous le verrons dans le paragraphe sur I’effet photoélec-
trique, on sait aujourd’hui que les sources d’intensité trés faibles sont des sources de
photons (corpuscules de lumiere).

En 1961, C. Jonsson parvint a réaliser I’expérience des doubles fentes avec des élec-
trons. Les franges d’interférence sont observées et cela suggere que les électrons se
comportent comme une onde. En fait, une chose trés surprenante est aussi observée
: si nous envoyons les électrons un par un a travers les fentes on observe des points
d’absorption aléatoires sur I’écran E3. En attendant un certain temps, on observe que
I’ensemble de ces points forme une figure d’interférence. Ainsi, il semble que 1’électron
est ponctuel au moment ol son absorption est observée sur I’écran. Mais la distribution
statistique des points d’absorptions satisfait a la figure d’interférence! Les électrons se
comportent donc aussi comme des ondes.

Cette expérience a été réalisée aussi avec des neutrons et en 1999 avec des molécules
de Carbone 60. Ces molécules sont "grosses", elles contiennent 60 atomes de carbone
arrangés de maniere sphérique sur les sommets de 12 pentagones et 20 hexagones (elles
sont donc des minis ballons de foot). Le diameétre d’une telle molécule est d’environ
0.7 nm (alors que I’on ne sait pas associer une dimension a 1’électron; on dit qu’il est
"ponctuel"). Encore plus récemment, des expériences ont été réalisées avec d’autres
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types de molécules artificielles contenant entre 400 et 1000 atomes. A chaque fois,
sous certaines conditions expérimentales, les franges d’interférence sont observées! Ces
grosses molécules se comportent donc comme des ondes. La distance entre les maxima
des franges d’interférence permet d’associer une longueur d’onde 1 a ces molécules (en
acceptant la formule p,+; — o, = /lg dérivée précédemment). Etonnamment, on trouve
une longueur d’onde beaucoup plus petite (quelques centaines de fois plus petite) que la
taille des molécules elles-mémes. La description ondulatoire du passage des molécules
a travers ces fentes a-t-elle encore un sens? La physique quantique moderne stipule que
oui! (I est permis d’étre sceptique; mais en méme temps il faut savoir que la physique
quantique passe tous les tests expérimentaux par ailleurs).

Ces expériences confirment de fagon éclatante que les particules matérielles pos-
sedent sous certaines conditions un comportement ondulatoire. Mais pourquoi est-ce
que cela n’est pas le cas avec une balle de tennis ou de ping-pong ou un ballon de
foot; pourquoi n’observe-t-on pas de franges d’interférence? Ou se situe la limite entre
I’électron, le C60, les molécules a 400-1000 atomes et les ballons de foot ou les corps
macroscopiques? Cette question est profonde et mal comprise. On ne sait pas tres bien
répondre a la question de savoir ou se situe la limite entre comportement quantique dual
"ondulatoire-corpusculaire” et le comportement classique non dual (ondulatoire ou cor-
pusculaire). Les expériences modernes des doubles fentes avec les grosses molécules
permettent d’étudier cette question, et c’est 1a que réside tout I'intérét de ces expéri-
ences.

Il a été mis en évidence que lorsque les molécules de C60 interagissent trop forte-
ment avec leur environnement (par exemple en échangeant de la radiation avec leur
environnement) les franges d’interférence disparaissent. En d’autres termes, la carac-
téristique ondulatoire est préservée a condition que les molécules de C60 soient suft-
isamment bien isolées de leur environnement. Lorsque ceci n’est pas le cas, les physi-
ciens parlent de "décohérence". La décohérence est le processus de perte de cohérence
des ondes quantiques a travers 1’interaction d’un systeme avec son environnement. Une
trés grosse molécule, ou un ballon de football, est constamment en interaction avec
I’environnement et posséde donc un comportement classique.

Comme nous le verrons a la fin de ce cours, construire un ordinateur quantique serait
un peu comme réaliser une expérience de Young avec des ballons de football tellement
bien isolés de leur environnement que des franges d’interférence seraient observées! En
effet, la plupart des physiciens pensent que les comportements quantiques s’ appliquent
a toute forme de matiere, a toute échelle, tant que le systeme est suffisamment bien isolé
pour que la décohérence n’opere pas.

Leffet photoélectrique

L’effet photoélectrique concerne I'interaction de la lumiere avec la matiere. Quand la
fréquence de la radiation devient assez grande (typiquement a partir des ultraviolets,
mais aussi dans le visible et dans les infrarouges) on observe que cette interaction est de
nature discrete. I1 existe plusieurs effets qui mettent cela en évidence (L’effet Compton,
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la création de paires, etc), mais historiquement 1’effet photoélectrique fut le premier a
étre découvert.

En 1885, Hertz étudie 1’éclair produit par des ondes radio sur une bobine. Il ob-
serve que curieusement la longueur de 1’éclair est plus courte quand I’installation est
placée dans une chambre noire ; et plus longue quand I’expérience est réalisée a la
lumiére du jour. A I’époque, ces résultats étaient peu clairs et Hertz abandonna cette
expérience. On sait aujourd’hui que les rayons ultraviolets contenus dans la lumiere du
jour contribuaient a intensifier I’éclair en arrachant des électrons aux atomes environ-
nants. Ce n’est qu’en 1902 que cet effet fut observé clairement par Lénard qui illumi-
nait des gaz avec de la lumiere ultraviolette. Au-dessus d’une fréquence critique (dans
I’ultraviolet) des électrons sont arrachés aux atomes de gaz, un courant est observé dans
un circuit couplé au systeme. De plus, Lénard parvint a montrer que 1’énergie cinétique
des électrons arrachés augmentait avec la fréquence de la radiation. Cette énergie ciné-
tique semblait indépendante de I’intensité de la radiation (le courant électrique, ou en
d’autres termes le nombre d’électrons arrachés par unité de seconde, est lui proportion-
nel a 'intensité de la radiation).

Ces résultats furent interprétés par Einstein dans un de ses fameux articles en 1905.
Celui-ci postula que la radiation est constituée de corpuscules - aujourd’hui appelés
photons. Il associa a ces photons une énergie et une quantité de mouvement

h

E=h t = -, 1.5
v e p=- (1.5)

ot A et v sont la longueur d’onde et la fréquence de radiation. Ici & ~ 6.63 x 10724 J-s
est la constante de Planck. En fait, Planck avait déja introduit une idée connexe, ainsi
que la constante A, dans son étude du corps noir. Celui-ci supposait que les échanges
d’énergie entre la matiere et la radiation électromagnétique sont discrets et multiples de
hv. Néanmoins, Planck ne concevait pas que la radiation électromagnétique puisse étre
constituée de particules; les photons. Ainsi, c’est Einstein qui a introduit le premier la
dualité onde-corpuscule pour la radiation électromagnétique.
Selon Einstein, I’énergie cinétique des électrons arrachés au métal vaut (Figure 1.5)

1 ) hV—WQ hV>W(),

—my~ = (1.6)
2 0 hy < Wy.
W, est I’énergie minimale qu’il faut pour arracher un électron au gaz. Si on pose hv =
Wy on trouve la fréquence critique vy = % en deca de laquelle il n’y a pas d’effet

photoélectrique. L’expression ci-dessus repose sur 3 hypotheses; (i) la conservation de
I’énergie; (ii) le fait que I’énergie d’un photon vaut Av et (iii) W, est indépendant de
la fréquence et de I'intensité de la radiation. La conservation de 1’énergie est une loi
universellement valable en physique et n’a jamais été remise en question jusqu’ici. En
revanche (ii) et (iii) ne sont pas évidents a priori. L’hypothese (iii) est valable dans
un régime approprié et n’a pas le statut de loi fondamentale. D’ailleurs il serait assez
difficile de déterminer W, par un calcul fondamental. Quant a (ii), Energie du photon =
hv est une loi fondamentale de la physique.
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o
o o

;; g ;; photons incidents
o o i/

electron arraché

Figure 1.5 Electron arraché avec des photons.

Bien que simple, en 1905 cette formule était révolutionnaire. En effet, elle stipule
que la radiation est constituée de quanta élémentaires (les photons) et que leur énergie
dépend (linéairement) de la fréquence uniquement; et non pas de I’intensité lumineuse.
La théorie de Maxwell, quant a elle, prédit que 1’énergie est proportionnelle a I’intensité.
Il est possible de réconcilier ces théories en réalisant qu’une onde électromagnétique
classique doit étre associée a plusieurs photons dont 1’énergie est Nizv. On montre alors
que le nombre de photons N est relié a ’intensité de I’onde.

La relation linéaire en fréquence qu’Einstein (suite aux travaux de Planck) postula
n’était pas évidente a partir des résultats expérimentaux de Lénard. Ce n’est qu’en 1934
que R.A. Millikan réussit a faire des expériences bien controlées qui vérifierent cette
relation linéaire.

Millikan réussit aussi a déterminer la constante de Planck expérimentalement a partir
de la pente de la courbe (une droite) de la Figure 1.6. (La valeur numérique de & =
6.63x 10724 J - 5. Notons que 1 J = 6.2x 10'8 eV et que 13,6 eV est 1’énergie nécessaire
pour arracher un électron a 1’atome d’hydrogene.)

L’expérience de Young et I’effet photoélectrique mettent en évidence des aspects
complémentaires du comportement de la lumiere. Ensemble, ils établissent que la lu-
miere possede un comportement dual. Au début du 20eme siecle, ceci était tellement
révolutionnaire que la théorie d’Einstein mis du temps a étre acceptée, méme apres les
expériences de Millikan.

Revenons un instant a I’expérience de Taylor de 1909. Celui-ci observait une figure
d’interférence pour une lumiere d’intensité si faible qu’il devait attendre environ six
mois avant de voir les franges d’interférence se constituer. La raison est que les photons
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D=

hV—WO

WO = hVO 1%

Figure 1.6 Relation linéaire de I’expérience de Millikan

arrivent par petits nombres sur les deux fentes puis 1’écran. De nos jours, il est possible
de contréler assez précisément des sources de photons essentiellement uniques.

La "fonction d’onde": une révolution conceptuelle

L’effet photoélectrique et 1’expérience de Young montrent que la lumiere (le champ
électromagnétique) posseéde un comportement dual. En 1924, De Broglie conjectura
que ceci pouvait aussi €tre le cas pour des électrons et en fait pour toute matiere. Les
expériences d’interférence modernes (de double fente) montrent de facon spectaculaire
que cela est bien le cas.

De Broglie associa a la particule une longueur d’onde A et une fréquence v données
par la relation

A=—, et v=—. (1.7)

Ce sont essentiellement les mémes relations que pour un photon. Mais ici, pour une
particule non relativiste de masse m,ona p =mvetE = %mv2 = 5’71 (ol v est la vitesse
de la particule).

Plus généralement: on peut associer a la particule une onde d’amplitude (7, ).
Nous discutons d’abord deux exemples simples, puis I’interprétation de cette "fonction
d’onde".

Si la particule n’est soumise a aucune force et que son mouvement est dans la direc-
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tion z, il est naturel de lui associer I’onde plane (par analogie aux ondes électromagné-
tiques).

Y1) = APTG = Aph(riED (1.8)

ouh=—.

Vi3
Pour une particule dans I’expérience des doubles fentes, 1’onde sera sphérique:

o1 (PIP=rial=En)

YiaF ) =A E

-
7F—risl

(1.9)

La "fonction d’onde" ou "amplitude" totale est donnée par le principe de superposition
Y0 =y (7)) + Yo (7 1) (1.10)

La différence cruciale avec la théorie classique des ondes est qu’ici la "fonction d’onde"
décrit une seule particule unique.

Quelle est ’interprétation de (7, ¢) ? Max Born suggéra peu apres I’introduction de
la fonction d’onde (la fonction d’onde prend des valeurs complexes et ci-dessous on
prend le module au carré du nombre complexe) que

(7, 1)) > (1.11)

représente la densité de probabilité de trouver la particule en 7 au temps ¢. En d’autres
termes, la quantité

ch? W (7 0| (1.12)

14

est la probabilité de trouver la particule dans une région V c R3. Pour que cette inter-
prétation soit consistante il faut bien siir imposer la condition de normalisation

fd3?|¢(?,t)|2 =1 (1.13)

En général cette condition peut toujours &tre satisfaite en ajustant la constante de nor-
malisation A.

Cette interprétation est parfaitement consistante avec les expériences de doubles fentes.
Lorsque les particules sont envoyées une par une a travers les fentes, on observe des
points d’absorption bien localisés sur I’écran. Ces points sont aléatoires. Quelle est leur
distribution statistique? L’ensemble des points d’absorption forme des franges d’interférence
d’intensité proportionnelle a |y(7, 1) 2 On en déduit que la distribution de probabilité
des points d’absorption est donnée par la régle de Born |y/(7, £)| 2,
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Premiére notion "d’état quantique”

En un mot, I’"état quantique" est une abstraction ou bien une généralisation de la notion
de "fonction d’onde". Nous discutons cette généralisation dans ce paragraphe. La fonc-
tion d’onde est un état associé aux degrés de liberté continus (telle que la position). Au
Chapitre 2 nous allons introduire des états quantiques associés a des degrés de liberté
discrets. Ce sont en fait ces degrés de liberté discrets qui nous intéressent vraiment en
information quantique. Nous verrons aussi que les états associés aux degrés de liberté
sont les "quantum bits".

Le concept de fonction d’onde et la régle de Born étaient vraiment révolutionnaires.
On abandonne la notion de trajectoire pour les particules. Les concepts de position ou
de vitesse bien déterminés font encore sens uniquement si on ne les mesure pas simul-
tanément. Par exemple, lorsque 1’on observe le point d’absorption sur 1’écran, celui-ci
est aléatoire : la position est observée, mais la direction de propagation au moment de
I’absorption a perdu son sens.

En mécanique quantique, 1’état de la particule est décrit par une fonction d’onde. On
peut penser a cette fonction de fagon plus abstraite comme a un vecteur de 1’espace des
fonctions. Ce vecteur ou état est noté

) e y(@. (1.14)

Cette notation est la notation traditionnelle de la MQ introduite par Dirac; on pourrait
aussi noter lﬁ, mais [) est conventionnel. Le mérite de cette notation est peut-étre de
nous rappeler que les vecteurs d’états ne vivent pas dans I’espace physique familier
a trois dimensions. Le symbole |) s’appelle aussi un "ket". Le vecteur transposé et
complexe conjugué /7* s’appelle un "bra" et est noté

Wl — . (1.15)

Le produit scalaire entre un vecteur et son propre transposé est la norme au carré de
ce vecteur. Ici on a

Mw=jﬁ#W®Mﬂ=f&mwm? (1.16)

L’interprétation de Born impose f &7 [y ()| = (probabilité totale égale a 1). Ainsi,
un vecteur d’état doit satisfaire a la condition, dite de normalisation

W) = 1.

Ces considérations suggerent que plus généralement le produit scalaire entre deux
vecteurs |i) et |¢) jouera un role important en MQ. Pour des vecteurs d’états correspon-
dants a des fonctions d’onde, le produit scalaire naturel (naturel a cause de la regle de
Born! En effet, du point de vue purement mathématique, on aurait pu définir d’autres
produits scalaires!) est

@m=jkwwmwﬁ (117)

Ce produit scalaire satisfait aux regles usuelles de linéarité, symétrie et positivité.
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Lorsqu’une particule est observée localisée en i son vecteur d’état est noté |r]).
On peut, de facon un peu cavaliere, penser a ce vecteur d’état comme étant celui qui
correspond a la "fonction de Dirac" (ou distribution)

/) «— 6F-r) (1.18)

Notons maintenant qu’en vertu du produit scalaire introduit ci-dessus

(rily) = fd3? o(F = ) Y(F) = Y(ri). (1.19)

Ainsi, nous avons la connexion suivante entre la notation des "bras" et "kets" et celle de
la fonction d’onde

(Flyy = (). (1.20)

En fait la dérivation ci-dessus est un peu cavaliere (essayez de dire pourquoi) et il faut
prendre cette derniére relation comme la définition du bra (7|. De méme, on définit le
ket |#) via

WIry = " (). (1.21)

Nous allons maintenant donner une formulation un peu plus générale de la regle de
Born. Rappelons-nous que la densité de probabilité d’observer la particule en 7 quand
son état est [if) est donnée par

() = P 2 (1.22)

En mécanique quantique, le "postulat de la mesure" généralise cette regle. Nous don-
nerons au Chapitre 3 une formulation compleétement précise de ce postulat. Jusqu’a la,
nous allons nous contenter de la formulation suivante:

"La probabilité d’observer ’état final |¢) juste apres une mesure, lorsque l’état ini-
tial du systeme est [y) juste avant la mesure, est donnée par |{p|y)| 2

Lorsque nous étudierons la formalisation de la mécanique quantique, nous verrons
que le bon cadre formel est celui des espaces de Hilbert. Nous verrons entre autres que:

(i). Les états quantiques sont des vecteurs. Il est possible d’additionner deux vecteurs,
ce qui correspond a la superposition de deux fonctions d’onde.
(ii). Les produits scalaires donnent les probabilités observées lors des mesures.

Ces regles seront également précisées au Chapitre 3.

Principe d’incertitude de Heisenberg

Une caractéristique fondamentale de la mécanique quantique est I’impossibilité de déter-
miner avec une précision infinie la position et ’impulsion d’une particule. Une expres-
sion mathématique de ce fait est donnée par le principe d’incertitude que nous discutons
ici.
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Nous avons vu que pour une particule dans 1’état i), la probabilité de trouver la par-
ticule en x est y(x)| > (On considere le cas 4 une dimension spatiale x € R). L’incertitude
ou I’écart type obtenu lors de mesures répétées est alors

1

o= { [ Pweor e ( [ o e’y (123)

Les physiciens écrivent plutot 6x au lieu de 0.

Supposons maintenant que I’on mesure I’impulsion p de la particule. Quel est le
ket |p) correspondant a une particule d’impulsion p ? En fait la fonction d’onde asso-
ciée a ce ket |p) est I’onde plane eiP*, Notez que la densité de probabilité associée est
|e#P*| g 1, donc cette fonction d’onde est completement délocalisée dans I’espace.
Aussi, puisque par définition (7|/) = y(#) nous avons

(xlp) = eir™. (1.24)

Si I’état observé est |y) la probabilité de trouver une impulsion mesurée p est donnée
par la regle de Born généralisée

Kply)l* = fdxe‘i“(//(x)z )’ (1.25)

oo . . . LA 2 .
ou ¥ est essentiellement la transformée de Fourier de . Ainsi |iy(p)|~ est une densité de
probabilité pour I’impulsion de la particule. L’incertitude peut étre définie comme

o=

oy ={ f PP dp — ( f Pl ap) | (1.26)

A nouveau, les physiciens notent §p au lieu de Tp.
Etant donné une fonction de carré sommable, c.-a-d. f dx |y (x)] 2 fini2, un théoreme
de mathématique affirme que

Ty0p > ﬁ (1.27)
2

Cette inégalité souvent écrite oxop > g est le principe d’incertitude d’Heisenberg.
L’interprétation physique est qu’il est impossible de mesurer avec précision infinie x et
p en méme temps avec un méme appareil de mesure (par exemple un "microscope").
Si on gagne en précision pour x on perd en précision pour p et vice-versa. Ce n’est pas
un probleme de limitation di a I’instrument de mesure, mais une limitation intrinséque
imposée par les lois quantiques.

2 Notez que le théoréme de Parseval affirme f dx |y (x)| 2= f dp [@(p)| 2



1.6

1.6 Le probleme des raies spectrales 17

Le probleme des raies spectrales

Lorsque la lumiere visible passe & travers un prisme, on observe un spectre continu de
couleurs. Plus généralement, le spectre des ondes électromagnétiques est continu.

En 1885, Balmer mis en évidence que 1’hydrogene et les atomes en général, posse-
dent un spectre d’émission discret. Pour I’hydrogeéne, Balmer détectait 4 raies dans les
longueurs d’onde de la lumiére visible 4 = 656.3 nm; 481.1 nm; 434.1 nm et 410 nm.
Elles satisfont a la formule empirique

1 1 1
Z—Ru(= - — m=3,4 1.2
i H(4 mz)’ 3,4,5,6 (1.28)

avec R, = 10973731,57 m™.

Le probléme qui se posait était d’expliquer cette formule qui donne des longueurs
d’onde discretes décrites par le nombre entier m. Nous allons voir qu’en fait cette for-
mule est un cas particulier d’une formule générale proposée par Bohr. La formule de
Bohr prédisait toute une série d’autres raies spectrales qui furent observées, bien plus
tard pour certaines d’entre elles.

Les célebres expériences de Rutherford (diffusion de particules a sur des feuilles
d’or) avaient démontré en 1903 que les atomes sont constitués d’un noyau chargé pos-
itivement (charge Ze) et de Z électrons (charge e) "orbitant" autour du noyau. Néan-
moins, la stabilité de ce "systeme planétaire" ne pouvait pas €tre expliqué par les lois de
la physique classique. En effet, une charge orbitant autour d’un centre doit rayonner et
perdre de 1’énergie si bien qu’au bout d’un temps (trés long) elle tombe sur le noyau.

Les idées quantiques naissantes permirent, sinon d’expliquer la stabilité des atomes,
de justifier la formule de Balmer et de la généraliser. Cela fut d’abord établi par Bohr.
Celui-ci postula que (i) I’électron peut orbiter autour de certaines "trajectoires permises”
et (ii) les lois de la mécanique classique s’appliquent a ces trajectoires permises. Ensuite
il donna une "régle de quantification" pour toutes ces "trajectoires permises". Cette regle
sera discutée aux exercices; ici nous suivons une approche due & De Broglie basée sur
le concept de fonction d’onde.

Sur une trajectoire permise supposée circulaire, on a :

2 2
% Ze
Y o2 1.29
m— 2 (1.29)
et
1 Zé?
E=Zm? - ka (1.30)

ol v est la vitesse, m la masse, k la constante de Coulomb, E 1’énergie mécanique et R
le rayon de la trajectoire. A partir de ces formules, il est facile de montrer que I’énergie
associée a la trajectoire de rayon R est :
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k Ze?
E- _ETf' (1.31)

Maintenant, il s’agit de trouver les rayons des trajectoires permises. Selon De Broglie
I’onde associée a I’électron le long de sa trajectoire doit étre stationnaire (c’est-a-dire

que les nuds doivent étre immobiles). Pour une trajectoire circulaire, la condition de
stationnarité est :

ni=2nR, nx1 (1.32)

ot A est la longueur d’onde et 7 un entier’. Pour A on pose suivant De Broglie:

h h
A=—=— (1.33)
p my
. k ze2\’ . 2
Puisque v = [ — ——| onobtient 4 = - et donc
m R (kmZe?)z
oo,
=—n", >1 1.34
kmzer " " (1.34)
Pour les rayons permis. Cela donne
kKZ%e*m 1 72
En:_Tn_z Z—Ry ?, n>1. (135)
. kKe*m , .
Ici Ry = = ~ 13.6 eV est la constante de Rydberg. Pour I’hydrogene, on a en

particulier Z = 1.

Les énergies E,, des trajectoires permises s’ appellent les "niveaux d’énergies" et for-
ment le "spectre” de 1’atome d’hydrogene (Pour Z = 1). Comme nous I’avons dit, la
notion de trajectoire n’a pas vraiment de sens. Mais remarquablement cette formule est
exacte pour 1’hydrogene. Ceci fut établi par Schrodinger et est discuté brievement a la
Section 1.7.

Revenons aux raies spectrales. Toujours selon Bohr, un électron peut transiter d’une
orbite "numéro m" a une orbite "numéro n" en émettant un photon d’énergie E,, — E,,.
La fréquence du photon sera donnée par la relation d’Einstein

Won = Ep — E, (1.36)

Puisque E,, = —% (on prend Z = 1 pour I’hydrogene) on trouve

3 Comme pour une corde de violon de longueur 27R: n = 1 donne la note fondamentale et n = 2, 3,4, ...
donnent les harmoniques
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Ry R
oon = —(—Z - —zy) (1.37)
m n
avec Av = ¢ pour le photon, on trouve
1 Ry (1 1
=2 |- - — 1.38
Anon  he (n2 mz) (1.38)

la constante ? = Ry (la constante de Balmer). Les raies de Balmer correspondent a
la série des tra%sitions m — 2 (n = 2). La série m — 1 s’appelle série de Lyman (et
fut observée aussi tard qu’en 1914; ultraviolets). La série m — 3 est la série de Paschen
et correspond a I'infrarouge. Le nombre de ces raies spectrales est infini et le point
important est qu’elles sont discretes.

Léquation de Schrédinger

Comme nous 1’avons vu I’approche dite "semi-classique” utilisée a la Section 1.6 n’est
pas tres satisfaisante conceptuellement, car elle fait encore appel a la notion classique
de trajectoire.

Schrodinger dériva en 1926 sa fameuse équation qui décrit la dynamique de la fonc-

tion d’onde (7, t). En résolvant son équation, il était capable de trouver la condition de
2

stationnarité et les niveaux d’énergie. Remarquablement la formule E, = —Ry— reste
inchangée, mais il y a un gros bonus! Pour le méme "nombre quantique" n caragtérisant
le niveau d’énergie, il y a plusieurs solutions possibles a 1’équation et donc plusieurs
fonctions d’onde ou états possibles. Cela signifie qu’il y a plusieurs distributions de
probabilités possibles pour I’électron autour du noyau. On dit que les niveaux d’énergie
sont dégénérés. Nous n’allons pas discuter ceci en détail ici, mais c’est ce qui permet
d’expliquer plusieurs propriétés du tableau périodique. Ainsi 1’équation de Schrodinger
est a la base de la chimie.

Nous donnons ici une dérivation treés heuristique de 1’équation de Schrodinger. Pour
une particule d’impulsion p et d’énergie E nous associons la fonction d’onde

W(e,1) = A expl (pe — E). (139)

2
Si la particule est libre E = Zp; Supposons que la particule soit soumise a un potentiel
m

2
V(z). Alors la mécanique classique nous dit que £ = L + V(z) et il est tentant de

remplacer E par cette expression dans I’onde plane. Ceci n’est pas vraiment permis,
mais on peut considérer que c’est une bonne approximation si V(z) varie tres lentement

sur une échelle plus grande que 4 = — :
p
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2

W) ~ A exp{%(pz - f—m + V). (1.40)

Il est facile de vérifier que cette fonction satisfait

2 2
W T4+ Vouen (1.41)

ih
! ot 2m dz?

Cette équation est en fait exacte (pour des particules non-relativistes). C’est I’équation
dérivée par Schrodinger en 1926. A trois dimensions, elle se généralise aisément,

(P t n?
n D~ T Ay + v (1.42)
ot 2m
0* 0* 0*
Avec A = — + — + — l'opérateur Laplacien. Dans le cas de 1’atome, 1’électron
ox2  0y* 072

7 2
orbite autour du noyau de charge Ze et on prend V(7) = —ki.

,
Pour calculer les niveaux d’énergie, on suppose qu’il existe des solutions station-
naires. Ces solutions sont de la forme

W7 1) = §(7) exp{—%Et} (1.43)

Les nuds de (7, t) sont ceux de ¢(7) qui ne dépend pas du temps. De plus la densité
de probabilité de trouver la particule en 7 est [y(7, 1) > = |¢()| > qui ne dépend pas du
temps.

Pour un atome, si on suppose que 1’électron est lié au noyau, on cherchera des solu-
tions telles que ¢(#) — 0 pour [ — +oco. On se représente souvent |¢(7)| 2 comme une
sorte de "nuage électronique” autour du noyau.

En remplacant 1’ansatz ci-dessus dans I’équation de Schrédinger, on trouve

2
(—h—A + V(7)) P(F) = E (7). (1.44)

2m

Cette équation est une équation aux valeurs propres pour 1’opérateur linéaire
hZ
H=-—A+V(). (1.45)
2m

La fonction d’onde stationnaire ¢(7) est le "vecteur propre” et E la "valeur propre" as-
sociée. L’ opérateur linéaire peut €tre vu comme une matrice infinie (celle-ci est infini,
car ’espace des fonctions ¢(7) est un espace vectoriel de dimension infinie). Cette ma-
trice infinie ou opérateur est I’Hamiltonien quantique du systeme. Les valeurs propres
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2
donnent les niveaux d’énergie. Pour I’hydrogene V(7)) = k< le calcul de Schrodinger
r

R
donne E, = ——;. Remarquablement, c’est le méme résultat que la théorie de Bohr.
n

Cette coincidence est limitée au cas spécial de I’atome d’hydrogene et pour d’autres
systemes, il faut recourir a I’équation fondamentale de Schrodinger.

Le principe de correspondance

Reprenons le probleme de la particule dans un champ de forces décrit par un poten-

tiel V(7). Classiquement 1’énergie est calculée comme E = ZP; + V(7). L’équation
m

de Schrodinger nous enseigne que les niveaux d’énergie discrets sont donnés par les
2

valeurs propres de H = —%A + V(7). Nous voyons que 1’on peut obtenir I’Hamiltonien
2 2

quantique en remplacant V() par V(P) et L par —Z—A. Ceci est une expression du

"principe de correspondance". " "

Le principe de correspondance est un ensemble de reégles qui permet de déduire la
forme des lois quantiques a partir des lois classiques. Grice a ce principe, on peut rem-
placer n’importe quelle observable classique A(7, ) (c.-a-d. une fonction de la position
et de I’impulsion) par un opérateur ou une matrice (infinie) notée A. La régle de base
est donnée par la correspondance

F — F=(xy2
S 1.46)
{ﬁ — iV = (in g, ihd, ihd). (
2 2 2 2 2 92 2 92 2 92 2
p py Py D . e 0 e d [/ h
P le, —=—=+—+—d t—-—————— - —— = ——A.
A XD o = 2m T 2m T 2m VY T2 T 2may  2maZ | 2m
L application de la regle ci-dessus donne bien
p2 h2
— + V(A > ——A+ V(. (1.47)
2m 2m

Ce principe souffre d’une ambiguité qui est la suivante. Classiquement xp, — p,x = 0
car on multiplie des nombres. Néanmoins, on peut montrer que

AN AN
—X (zha) + (zha)x =ih (1.48)

En effet:



22

La Dualité Onde Particule

—x (ihiqﬁ(x)) + ih2 (xp(x)) = —xih¢’ (x) + ihxd'(x) + ihe(x) (1.49)
ox ox

= ihp(x). (1.50)

Ainsi x et p, = —lha— ne commutent pas en mécanique quantique (il faut y penser
X

comme a des opérateurs ou des matrices). La quantité
Xpx — PxX = [X, Pl (1.51)
s’appelle le commutateur de x et p,. La relation

[x, px] = in, (idem pour y, p, et z, p;) (1.52)

s’appelle la relation de commutation canonique. En fait cette relation est intimement
liée au principe d’incertitude dxép > 7—;

Le principe de correspondance ne précise pas quel est I’ordre correct des produits
entre x et p pour des observables A(x, p) qui contiennent des termes mixtes. Le bon
choix est guidé par des considérations physiques spécifiques au probleme donné.



2.1

Degrés de Liberté Discrets:
Polarisation et Spin

Polarisation des ondes électromagnétiques
Les équations de Maxwell dans le vide possédent des solutions qui sont des ondes

planes. Pour une onde plane se propageant dans la direction z les champs électriques
E et magnétiques B sont perpendiculaires a la direction de propagation

A L1
E=Re{Eye™} et B=-ixE 2.1
C

2 . N L.
avec k = —, w = 2nv et Av = c¢ la vitesse de la lumiere. Il suffit de considérer le vecteur

E car B est automatiquement L a E.

Figure 2.1 Directions des champs électrique et magnétique.

En général E, = E, ((cos 6)e™x; (sin H)e™; O). L orientation de E dans le plan L a z
s’appelle la polarisation de I’onde. On peut toujours poser 6, = 0 et garder le parametre
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oy ouvert (cela revient a changer I’ origine du temps). Il est possible de montrer que pour
z fixé, le vecteur champ électrique E = (E,, E,, 0) trace une ellipse en fonction du temps
dans le plan xy L z. Ici nous allons considérer uniquement quelques cas particuliers im-
portants.

Soit6, =0etd, =0.Onapourz=0

cosf cosf
E =RelEy|sinf|e ™\ = Ey|sing |- cos(wt) (2.2)
0 0

E
Puisque —2 = tan#, le champ électrique oscille le long de la direction 6 ou bien

6. Cest ce que I’on appelle la polarisation linéaire le long de 6. (Figure 2.2)

Figure 2.2 Polarisation linéaire le long de 6.
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Considérons le cas 6 = ;_r et 6, = 0 avec 6, = g ou bien ¢, = —g. Le champ
électrique devient :
cos § cos(wt)
E =Re{Ey|sinZe*? | el = Ey— | + sin(wr) (2.3)
0 2L o

Cette fois E} + E3 = EJ, donc le champ électrique effectue un mouvement circu-

laire droite (6, = +7§T) ou gauche (¢, = —j—zr). (Figure 2.3).

N

Figure 2.3 Polarisation circulaire du champ électrique.

Le cas général (6,0,) quelconque (on peut toujours prendre 6, = 0) est celui de
la polarisation elliptique : le champ électrique parcourt une ellipse dans la direction
droite ou gauche. Les cas linéaires et circulaires sont des formes dégénérées de 1’ellipse.
On peut mettre en évidence la polarisation des ondes électromagnétiques grice a des
filtres. Par exemple, un "polarisateur linéaire" (Figure 2.4) permet de sélectionner la
composante du champ électrique dans une direction donnée disons 6.
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. . Onde sortante
Onde entrante incohérente

. e LS
Ve

Polariseur
Figure 2.4 Polariseur linéaire.

Le champ électrique sortant est simplement la composante du champ entrant le long
de 6. Donc le champ de 1’onde sortante est ici (en z = 0 mettons)

cosd
E = E,|sin6 (2.4)
0

On peut placer un "deuxieme filtre en série" le long de la direction @. Celui-ci s’appelle
un "analyseur" (Figure 2.5) car il sert a analyser la polarisation de 1’onde.

@///

Figure 2.5 Analyseur.

L’onde transmise par 1’analyseur possede un champ électrique dans la direction a.
Celui-ci est simplement la composante du champ entrant dans la direction a.

Cosa

E = Ey cos(a — 0) | sina 2.5)
0

Ici I’amplitude est obtenue en faisant le produit scalaire
. cos @ . .
(cosa, sina) - sing| = cosa cosf + sina sinf = cos(a — 0) (2.6)

L’intensité de 1’onde avant I’analyseur (et apres le premier polariseur) est ~ E(Z) alors
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que celle apres 1’analyseur est ~ Eg(cos(a - 6)). Le rapport des intensités transmises
et incidentes est donc

cosz(a -6 2.7

C’est la loi de Malus.

Polarisation du photon

Le photon possede un "degré de liberté interne" qui ressemble a la polarisation du champ
électrique. C’est ce qui s’appelle la "polarisation du photon".

Au Chapitre 1 nous avons introduit le concept de fonction d’onde. En particulier
I’onde plane associée a une particule libre se propageant dans la direction z est ¥(z,t) =
A ekz=on Pour des photons, cette fonction d’onde est a valeurs vectorielles tout comme
le champ électrique :

cos @
A KD | (sin §)e® (2.8)
0

Ici nous avons pos€ 6, = 0 et 6, = ¢ comme il est usuellement fait pour des photons.

Le choix ¢ = 0,7 correspond a un photon avec la polarisation linéaire dans la direc-
tion 6 ou 6, et le choix 6 = % et¢g = 7_2r ou —g correspond a un photon avec polarisation
circulaire droite ou gauche respectivement.

En notation de Dirac, 1’état général d’un photon libre est :

k) ® (cos B|x) + (sin H)e[y)). (2.9)

La correspondance avec la notation usuelle est

1 0
ky & e Iy e |ofet el (2.10)
0 0

1 0
En fait on posera |x) = ( O) ety) = ( 1) et I’on fera abstraction de la composante z qui

est toujours nulle.
Dans ce chapitre nous nous intéressons uniquement au "degré de liberté de polarisa-
tion" du photon:

2.11)

16, ¢) = cos B|x) + (sin B)e|y) = ( cos 6 )

(sin B)e'®
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et laissons tomber le "degré de liberté orbital" |k). Nous laissons aussi tomber la
dépendance temporelle e~’. Ces vecteurs forment I’espace vectoriel C? et satisfont
(0, |0, ¢) = 1. Pour vérifier cela, on utilise

(6, | = cos 6(x| + e sin 6| (2.12)
et
(xlx)y = Olyy = 1, (xly) = (ylx) = 0. (2.13)
On peut aussi le vérifier en composante grace a :
=100, Ol=(0,1) (2.14)
et

(6, ¢| = (cos 6, e sinB). (2.15)

Les états de polarisation linéaire:

. cos 6
|0) = cosOlx) +sinfly) =|
sin @
(2.16)

sin 6
|6L) = cos B, |x) + sinf,|y) = sinf|x) — cos Oly) = ( ]
—cosd

forment une base orthonormée pour C2. Ceci est aussi le cas pour les deux états de
polarisation circulaire:

1
IR) = 5 () + i) = U

| 2.17)
I =L a0-i =% (_i]

2.3 Expériences sur la polarisation des photons
Nous allons maintenant considérer une source de photons uniques préparés dans 1’état

|8) de polarisation linéaire. Cela peut par exemple étre réalisé grace a une source de tres
basse intensité devant laquelle on place un filtre polarisant placé selon I’angle 6.
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Photodétection aprés un analyseur

Les photons uniques sont envoyés sur un analyseur @ puis enregistrés dans un photodé-
tecteur D. (Figure 2.6)

> —— //a - D

Figure 2.6 Analyseur et photodétecteur.

L’observation expérimentale est la suivante: le photodétecteur enregistre 1 ou 0 pho-
tons. C’est-a-dire que le photon traverse 1’analyseur a ou bien est absorbé et ne parvient
pas a D. Si I’expérience est répétée plusieurs fois, on observe une séquence aléatoire

100101110010101 (2.18)

et il n’est pas possible de prévoir si le photon traverse ou non 1’analyseur. La deuxiéme
observation expérimentale est la fréquence empirique des 1: la probabilité empirique de
voir un photon dans le photodétecteur D est

cos?(0 — a). (2.19)

Ces observations peuvent étre expliquées trés facilement grace a la regle de Born
introduite au chapitre 1. L’état du photon avant I’analyseur est |0). Le systéme analyseur
+ détecteur joue ici le role d’appareil de mesure. Si le détecteur enregistre un photon,
c’est que celui-ci est observé dans I’état |a) (il a traversé 1’analyseur). La probabilité de
transition est :

P [16) — )] = Kal6)|? (2.20)
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en vertu de la regle de Born, il est facile de voir que

(a|0) = (cos a{x| + sin a(y|)(cos B]x) + sin 6]y))

=cosa-cosf +sina - sind

= cos(a — 0).

Décomposition par une lame biréfringente

2.21)

Une lame biréfringente décompose la lumiere en deux parties. L'une possede une po-

larisation verticale et I’autre une polarisation horizontale. (Figure 2.7)

L1

S

Figure 2.7 Lame biréfringente

Pour une onde avec champ électrique

cos @
E = E, |sin6|Re {ei(kz’“’t)}
0

On obtient deux ondes apres la lame biréfringente :

et

0
E, =E, |sinf|Re {ei(kz’“’)}
0

cosf
Ec=Ey| 0 |Refel*}
0

(2.22)

(2.23)

(2.24)

L’intensité mesurée dans les deux détecteurs (divisée par I’intensité incidente) est
pour D, ~ sin? @ et pour D, ~ cos? 6. La somme des intensités est égale a I’intensité

totale incidente.

Que se passe-t-il si on envoie des photons uniques? On observe que soit D, ou D,
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enregistre un photon; ces évenements sont exclusifs. Si la séquence des enregistrements
pour D, est:

1010011010101, (2.25)

pour D elle est:

0101100101010. (2.26)

Ces séquences sont complémentaires, mais aléatoires. on peut seulement connaitre la
statistique des 1 et 0. La probabilité empirique d’observer 1 dans D, est cos” @ et elle
est sin” @ pour D,.

L’interprétation quantique de ce résultat est la suivante. Avant la lame biréfringente,
I’état du photon est |6). Apres la lame biréfringente, 1’état orbital est différent (il existe
"deux chemins possibles") mais I’état de polarisation est toujours |#) = cos 6|x)+sin g]y).
La probabilité d’enregistrer un photon dans D, est la probabilité d’observer une polari-
sation |x):

P [16) — |x)] = Kx|6)|* = cos® 6 (2.27)

La probabilité d’enregistrer un photon dans D), est la probabilité d’observer une polari-
sation |y):

P [16) — [y)] = Kyl0)] > = sin* @ (2.28)

Décomposition - Recombinaison

Cette fois-ci, au lieu d’observer les photons juste apres la lame biréfringente, on re-
combine 1’onde (ou les photons) griace a une lame symétrique. Ensuite on analyse les
photons avec le systeme analyseur « + détecteur. (Figure 2.8)

/ a

Figure 2.8 Décomposition et recombinaison.
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Si I’expérience est faite avec une onde électromagnétique, celle-ci est d’abord décom-
posée entre les lames, puis recomposée. Apres la deuxieme lame, le champ électrique
est donné par la superposition

cos 6
E, + E, = Re{e“ ™} Ey | sin6 (2.29)
0

Apres I’analyseur, I’intensité enregistrée dans le détecteur sera donc cos*(d — a).

Avec des photons uniques, on enregistre ou non un photon dans le détecteur. A
nouveau, lorsque 1’expérience est répétée on obtient une suite aléatoire de 1 et 0. La
fréquence empirique des 1 est cos?(6 — a).

Ce résultat est "évident" si ’on accepte I’interprétation quantique. En effet, apres la
seconde lame biréfringente, I’état du photon est |#) (a nouveau!). La probabilité que
celui-ci soit détecté par 1’appareil @ + D est donc

P [16) — |a)] = Kald)|* = cos*(a — 6). (2.30)

Il est instructif de faire un calcul "purement classique" en supposant que les photons
se comportent comme des particules classiques ayant des trajectoires et des polarisa-
tions uniques bien définies. Nous allons voir que le résultat n’est pas en accord avec
I’expérience.

Si la "particule” est classique elle suit le chemin supérieur avec probabilité sin® 6
et le chemin inférieur avec probabilité cos” #. Quand elle suit le chemin supérieur, sa

. . 1, s z L3 N 9 . A 7r
polarisation est "y" et la probabilité de détection apres 1’analyseur doit tre cos2(§ —-a) =

sin? @. Quand elle suit le chemin inférieur, sa polarisation est "x" et la probabilité de
détection aprés 1’analyseur doit étre cos?(0 — @) = cos? a. Ainsi:

IP [détection] = IP [détection | chemin sup] - P [chemin sup]
+ IP [détection | chemin inf] - IP [chemin inf]

2

(2.31)
= sin® @sin® @ + cos® fcos’ @

* cos2(6? - Q).

La différence entre le résultat d’une interprétation classique et le (vrai) résultat quan-
tique est égale a 2 sin 6 sin @ cos 6 cos . En effet:

0052(9 — @) = (cosfcos a + sin @ sin a)2

sin® @sin” @ + cos> 6 cos® @ + 2 cos 0 sin 6 cos a sin a. (2.32)

La situation est en fait trés similaire a I’expérience des fentes de Young. Le terme qui est
absent dans le calcul classique est un terme d’interférence entre les "deux chemins pos-
sibles": avant d’étre observés dans le photodétecteur, les photons ont un comportement
ondulatoire et on ne peut pas leur associer des trajectoires et des états de polarisations
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"x" et "y" bien définis. Leur état est |§) = cosf|x) + sinf|y) tant qu’ils ne sont pas
détectés.

Observables associées a la polarisation

Reprenons I’expérience de photodétection avec le systeme Analyseur + Détecteur. (Fig-
ure 2.9)

Clic o>
[ / e o /
%

Pas de clic |aJ_>

Figure 2.9 Expérience de photodétection

Nous avons vu que si le photon entrant est dans 1’état |0), 1a P [clic] = cos*(6 — a) =
[al6)|* et la P [pas de clic] = sin*(0 — @) = [(a.|0)|*. Le clic détecte une transition
|9) — |a) et I’absence de clic détecte une transition |[§) — |a,). Nous pouvons en-
registrer les résultats de 1’expérience dans une variable (aléatoire) p, = +1 (clic) et
Pe = —1 (pas de clic). La valeur moyenne de cette variable aléatoire est

E [po] = (+DKal®) > + (=D, 16)]* (2.33)

Plus généralement, si I’état entrant dans le systéme Analyseur + Détecteur est |¢/) un

état de C2 = {(Z) aetheCetlal+b|% = 1} on a:
E [po] = (+DKaly) > + (=D ? (2.34)
Cette expression peut se mettre sous la forme

E[po] = (+1D) Wla) ) + (=1) (las) e b) (2.35)

(Ici on utilise {a|¥) = (¥|a) qui est une propriété du produit scalaire). En d’autres termes
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E[po] = Wl (Xal = e XeL)) )
= (WP ) (2.36)

ol on a défini "I’observable polarisation”
Py = (+DlaXal + (=DlaXa.l. (2.37)

Avant de discuter la signification physique de P,, nous discutons sa signification math-
ématique. Ici |a){a| est un ket fois un bra, c’est-a-dire un vecteur fois son transposé:
ceci est un projecteur sur le vecteur |a). De méme |, )@, | est un projecteur sur |a, ).
Ces projecteurs ne sont rien d’autre que des matrices:

cos .
la)a| = ( . )(cos a sin a)
sin

_ ( ' cos? a cos'azsin a) 2.38)
sinacos  sin’a
IRAE (‘ . “) (~sina cosa)
cos &
= ( .Sin2 a —cos c;sin a) 2.39)
—sina cosa cos? o
et donc
cos(Qa)  sinQa)
Po =1 2.40
(sm(2a) — cos(2a) (2.40)

On peut vérifier que cette matrice possede les valeurs propres +1 associées aux vecteurs

cos —sina < .
propres |a) = ( . )et lay) = ( ) C’est-a-dire:
sin & cos &

Pola)y = (+Dla) (2.41)

Polay) = (=Dlay) (2.42)

En fait, il est tres instructif de faire cette vérification en notation de Dirac plutdt qu’en
travaillant avec le tableau matriciel.
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Pila) = (la){a| — la Xa L)) |a)

= @) (ale) ~lo) (a1 ) 043
1 0
= |a)

Polay)y = (ja)al = larXa) laL)

= |a'> <C¥|C¥J_> _laJ_> <allal> (244)
0 1
=—|ay)

Quelle est I’interprétation physique de la matrice ou "observable" P,? Cette matrice
caractérise la quantité mesurée, ici "la polarisation du photon dans les directions («,
ay)". L’appareil qui sert 2a mesurer cette quantité est I’ Analyseur + Détecteur. Le résultat
de la mesure est donné par les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice. Ici, il
y a deux résultats possibles (+1, |a)) et (-1, |@,)). La probabilité d’obtenir (+1, |a))
est [{a|y)| 2 ou bien (Yla) {aly). La probabilité d’obtenir (-1, |, )) est [{a [¥)| 2 ou bien
(Wlay ) {a,|y). La valeur moyenne de "I’observable" est (Y|P, |).

Si I’analyseur fait un angle 8 (avec x) et non pas «, I’appareil de mesure est différent.
L’ observable mesurée est alors aussi différente, notamment Pg = |B){B] — |B.){BLI.

11 existe trois observables qui jouent un role privilégié et que nous rencontrerons plus
tard souvent.

Si @ = 0, ’analyseur mesure la polarisation dans les directions x et y et

1
Pamo = [0l = )01 = (O _01) (2:45)

On symbolise souvent cet analyseur ou cet "appareil de mesure" par

: T — L n  3m
Sia = T I’analyseur mesure la polarisation dans les directions 1 et T et cet ap-

pareil de mesure est souvent symbolisé par
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IS
INE

L’ observable correspondant est:

Pa*1=|

4

oo 3. 3w 0 1
?qvqwxh@ J- (2.46)

Si on utilise un analyseur qui mesure la polarisation circulaire, I’observable corre-
spondante est:

i

amﬂmm—mm=@ &. 2.47)

Le symbole pour cet analyseur est

/

11 est instructif de vérifier cette identité en utilisant

1 (1 1
R) = — Rl =—(1, —i 2.48
o \/5(1) “ \/5( ) (249
1 (1 1
L= — L=—(1, i 2.49
g \/E(—i) <| \/5( ) (249

Nous verrons dans les axiomes de la MQ qu’une quantité mesurable est toujours
représentée par une matrice hermitienne. Les résultats d’une mesure de cette quantité
sont les valeurs propres et vecteurs propres de cette matrice. Si A; et |v;) sont valeur
propre et vecteur propre de la matrice, la regle de Born stipule que
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P [observer 4; et |v;)] = I(vilgb)l2 (2.50)

quand [y) est 1’état initial avant la mesure.

Moments magnétiques classiques

Dans les quelques paragraphes qui suivent, nous discutons un autre type de degré de
liberté classique: le spin 1/2. Tout d’abord nous devons faire quelques rappels sur la
notion de moment magnétique classique.

Considérons une boucle de courant plongée dans un champ magnétique uniforme.
(Figure 2.10)

Figure 2.10 Boucle rectangulaire porteuse d’un courant électrique et plongée dans un champ
magnétique uniforme

Si cette boucle est traversée par un courant, la force de Laplace qui s’exerce sur les
sections du fil aura tendance a ramener la boucle dans la position d’équilibre. Cette
position d’équilibre correspond a la boucle de courant L a B de facon a ce que les
forces de Laplace s’équilibrent. L’origine microscopique de la force de Laplace est en
fait la force de Lorentz. Pour une particule de charge g, de vitesse v, dans un champ
magnétique B, 1a force de Lorentz qui s’exerce sur cette particule est (produit vectoriel
ici): F = qv x B.Si 0q est la quantité de charge traversant une section du fil pendant
un temps o¢ le terme la force s’exercant sur une longueur 61 du fil est 6F = 5q§—5 x B =
161’ B. Cette derniere expression est celle de la force de Laplace. On peut calculer le
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travail total de la force de Laplace s’exercant sur la boucle de courant et en déduire
que celle-ci possede une énergie potentielle dans le champ magnétique. La boucle est
a I’équilibre lorsque cette énergie est minimale (cas ou la boucle est L au champ). Un
calcul (que nous omettons ici) montre que cette énergie potentielle est donnée par

E=-M-B (2.51)

ott M est le moment magnétique associé a la boucle de courant M =18 , avec S le
vecteur unité perpendiculaire a la surface de longueur égale a la surface. On peut com-
prendre intuitivement cette formule en remarquant que (force de Laplace)x(distance)
possede les mémes unités. Ce calcul montre aussi que 1’on peut associer un moment
magnétique a une charge g en rotation autour de la boucle de courant

M=Tpxv="Lr

5 o (2.52)

ol L = 7 j est le moment cinétique. L’ énergie est minimale lorsque le moment ciné-
tique L ou bien le moment magnétique M pointent dans la direction du champ B; et est
maximale lorsque LouM pointent dans la direction opposée au champ.

Il existe aussi d’autres types de "moments magnétiques" dans la nature qui ne sont pas
associés au mouvement de charges, mais sont "intrinséques aux particules". Par exem-
ple, I’électron, le proton, le neutron (et par conséquent les noyaux atomiques) possedent
des moments magnétiques intrinseques. Tout se passe comme si ces particules étaient
des petites toupies en rotation sur elles-mémes, ce qui produit des boucles de courant.
Néanmoins, cette image classique est trop naive et n’est finalement pas tres utile pour
comprendre le formalisme nécessaire a la description des moments magnétiques intrin-
seques. Nous allons voir que les formules E = ~M-BetM ~ ﬁz sont toujours valables
sauf que L et M sont des vecteurs dont les composantes sont des matrices! Dans ce con-
texte, le vecteur (a composantes matricielles) L s’appelle le spin (et on utilise plutdt la
notation § 2 la place de D).

Lexpérience de Stern-Gerlach

L’expérience célebre de Stern et Gerlach mis en évidence le "moment magnétique in-
trinseque" de I’électron. A ce moment magnétique intrinséque est associé un "moment
cinétique intrinseéque" que 1’on appelle le spin.

L’expérience consiste a préparer un faisceau d’atomes d’ Argent qui sortent d’un four
et a faire passer ce faisceau a travers un champ magnétique possédant un gradient dans
la direction z. (Figure 2.11)

Lorsque les particules passent a travers I’aimant, le faisceau est séparé en deux et on
observe deux taches séparées sur I’écran.

Ce résultat expérimental est étonnant a plusieurs titres. Tout d’abord 1’atome d’ Argent
est neutre si bien que la force de Lorentz ne devrait pas affecter la trajectoire du faisceau.
On peut tres bien imaginer que, bien que neutres, les atomes d’ Argent possedent un mo-
ment magnétique M non nul. Alors la force qui s’exerce entre eux vaut 6(1\7[ By=M .VB
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Figure 2.11 Expérience de Stern et Gerlach.

et on congoit que le faisceau soit dévié. Mais on s’attendrait a ce qu’a la sortie du four
M soit "incohérent” et pointe dans des directions aléatoires. Puisque M-VB = Mz(ﬁB)Z
et M. est continu (prend des valeurs aléatoires) on s’attendrait a observer une tache plus
ou moins uniforme étalée sur 1’écran. Mais 1’ observation consiste en deux petites taches
séparées (le long de I’axe z). Cela indique qu’en fait M, prend deux valeurs possibles.

Cette quantification du moment magnétique ne peut pas étre expliquée par la physique
classique. Les électrons de 1’atome d’ Argent (et tous les électrons dans la nature) pos-
sedent un moment magnétique intrinséque qui n’a rien a voir avec leur mouvement or-
bital. Ce moment magnétique intrinseque prend deux valeurs possibles. Pour les atomes
d’ Argent, le nombre total d’électrons est impair et il se trouve que les moments mag-
nétiques intrinséques des électrons se compensent deux a deux sauf pour I’électron de
la couche atomique externe de 1’atome d’ Argent. Cet électron sur la couche atomique
externe confere a I’atome un moment magnétique quantifié prenant deux valeurs possi-
bles.

Dans le paragraphe suivant nous discutons le moment magnétique intrinse¢que et le
spin de 1’électron.

Spin % et moments magnétiques quantiques

Les particules élémentaires possedent un moment cinétique intrinseque appelé "spin"
et un moment magnétique intrinseéque associé. Le spin est une sorte d’analogue du mo-
ment cinétique L. Néanmoins, il serait trop naif de considérer la particule (ici I’électron)
comme une boule minuscule tournant sur elle-méme. Rappelons-nous que nous avons
déja abandonné la notion de trajectoire bien définie.

Le "vecteur" associé au spin est noté S. De facon analogue a L= (Lx, Ly, Ly) il
possede trois composantes (Sy, Sy, ;). L'unité de L est "quantit¢ de mouvement X
position" = "J-s" = unité de 7. Pour cette raison, on posera
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h
S = 59 (2.53)

oll & = (07y, 0y, 0;) sont des composantes sans dimension. Comme nous allons le voir
. . =
ces composantes sont chacune des matrices: en effet le spin (tout comme L = P X § —

L, ha .
7 x —=V) est une observable donc une matrice en MQ.
l

Le moment magnétique associé au spin est

M=vS§ (2.54)

tout comme M = %Ij pour une particule de charge g (et masse m). Ici y est une con-
stante qui dépend aussi de g et m; pour une particule chargée telle que 1’électron y = gﬁ
avec g = 2.002...; pour le proton g ~ 5.

L’énergie associée a I’interaction entre le moment magnétique et le champ magné-
tique est comme dans le cas classique donnée par

-M-B= —72& ‘B (2.55)

Comme pour toutes les observables en MQ, nous allons voir que cette quantité est une
matrice (qui s’appelle ’'Hamiltonien du spin dans le champ B).

En bloquant un des deux faisceaux dans 1’appareil de Stern-Gerlach, on peut fabriquer
un filtre qui est I’analogue des filtres polariseurs et/ou analyseurs. Ce filtre sélectionne
un des deux états possibles pour les particules de "spin 1/2". On peut alors procéder a
des expériences similaires a celles faites avec les photons.

Cela mene alors a la conclusion suivante. Pour des particules telles que I’électron,
les matrices o, oy, o, sont des matrices 2X2 similaires aux observables de polarisation
linéaires et circulaires:

~=[i 3

L0 .
x_107

Lors de I’expérience de Stern-Gerlach, on mesure en fait la composante z du spin. Le
résultat de la mesure donne deux valeurs possibles correspondant aux valeurs propres

1 0
0'Z=(0 _1) (2.56)

de M, = Y50z Ces deux valeurs propres sont égales a =1 multipliées par la constante

h
Y5 Les vecteurs propres correspondants sont

1
(0) =T et (0) =) (2.57)

et ce sont les deux états possibles obtenus lors de 1a mesure de o-,. On peut vérifier qu’en
notation de Dirac:
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oz = (+DITHTI+ (=D (2.58)
1 0
=(1 o)(o)_(o 1)(1) (2.59)

Si on tourne I’appareil le long de 1’axe x, on mesure 1’observable o, ou le moment

magnétique M, = Y70 Les valeurs propres sont a nouveau +1 et les états propres

correspondants sont

1 {1 1
a - = 2.60
N (1) \/E(IT> +1) =1+ (2.60)
L ( ! ) - L m-In=- (2.61)
v2\-1) " v2 - '
En notation de Dirac
Oy = (F DX+ + (D=} (2.62)

De méme on a pour oy, les valeurs propres £1 avec les €tats propres

1 (1 1
)= — 1)) = 1O 2.63
\5(1) \/E(IT>+zll>) 1O) (2.63)

1 (1 1
— =—(D-il) =0 2.64
\/E(—i) ﬁ(IT> i) =10) (2.64)

et

oy = (+D]OXO] + (=DHONKV] (2.65)

2.8 Lespace de Hilbert du spin %

Nous avons vu que les photons possédent un degré de liberté de polarisation. Les
états quantiques possibles de la polarisation du photon sont des vecteurs de 1’espace

de Hilbert C2 = {(Z) aetbeCetla®+b|? = 1}.

1 0
Un état général peut s’écrire en notation de Dirac a|x) +bly) ou |x) = ( 0) etly) = ( 1). De

plus, pour les photons, une paramétrisation naturelle qui est analogue a la paramétrisa-
tion de la polarisation du champ électrique consiste 4 prendre a = cos 8 et b = (sin 8)e’®.
Ainsi les états de polarisation du photon sont en général
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16, ¢) = cos Olx) + ' sin Ay) (2.66)

avec0<f6<met0< ¢ <2nm.

Les particules de "spin 1/2" possedent un degré de liberté interne analogue a la polari-
sation pour un photon. Des exemples de particules possédant un spin 1/2 sont 1’électron,
le proton, le neutron, etc. Les noyaux atomiques possedent un spin total qui est la somme
des spins des protons et neutrons. Souvent ceux-ci se compensent entre eux et si le nom-
bre de protons et neutrons est impair, le spin résultant du noyau classique est 2 nouveau
de "type 1/2". Comme nous I’avons vu, ce degré de liberté peut prendre essentiellement
deux valeurs lors d’une mesure (par exemple avec un appareillage de Stern-Gerlach).

Ainsi ’espace des vecteurs d’état du spin 1/2 est a nouveau 1’espace a deux dimen-

sions C? = {(Z), aetbeCetlal> +|b* = 1}. Cette fois, on préfere noter ((1)) =|T)et

((1)) - 1.

La paramétrisation naturelle est presque la méme que pour les photons. Un état général
de spin est

10, 6) = cos(g)n) + e sin(g)u). (2.67)

avec0 <O <met0 < ¢ <2n. La présence de g au lieu de 0 signifie entre autres que

0=0,6=0)=1I1) et [0=m¢=0)=[). (2.68)

Cette paramétrisation est naturelle, car si on renverse le champ magnétique dans 1”appareil
de Stern-Gerlach, on échange les deux taches sur 1’écran. Renverser le champ magné-
tique revient a faire 6 : 0 — m et échanger les deux taches correspond a [T) — []).

Notez que pour les photons, tourner un polariseur d’un angle 7 ne change pas la direc-
tion de polarisation. De mé&me pour les photons [0 =0, =0) = |x)et|d =m,¢ =0) =
—|x) qui est équivalent a |x) (2 une phase e pres).

Notion de Bit Quantique

Nous avons vu que "I’espace de Hilbert" a deux dimensions

c? = {(Z) aethe c} (2.69)

muni du produit scalaire

(¢ ) (Z) —Ca+db (2.70)
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intervient dans la description de deux systémes physiques: la polarisation du photon et
le spin 1/2 (de I’électron ou de certains noyaux atomiques).

Les degrés de libertés décrits par cet espace de Hilbert s’ appelle aussi des systemes a
deux niveaux. La nature nous offre toute une variété de systémes a deux niveaux décrits
par I’espace des états C2. Parfois C? est une description exacte du systéme comme c’est
le cas pour la polarisation du photon et le spin de I’électron (ou du proton, neutron,
noyaux atomiques). Parfois, c’est une description approximative qui consiste a retenir
la partie importante des degrés de liberté plus compliqués. C’est le cas par exemple avec
la molécule de Benzeéne C¢Hg. Dans des conditions normales (température ambiante)
la molécule de Benzene existe dans 1’état \%(Il) + |2)) de superposition des deux états
de base (Figure 2.12). C’est I’état stable d’énergie la plus basse. Quand la molécule
absorbe de la lumiere ultraviolette (photons) elle peut passer dans 1’état excité d’énergie
plus élevée %(Il) —12)). Les états de base de la figure ne sont pas stable: on peut se
faire I'image d’une molécule qui résonne ou oscille entre ces deux états.

H H C C
N / N /
C__C H H

C H
/ AN / AN
H H C C

Figure 2.12 Molécule de Benzene. Les barres représentent les liaisons chimiques impliquant une
paire d’électrons. Les doubles barres sont des doubles liaisons impliquant deux paires. L’ état
stable du Benzene est \/Li(ll) +12).

On pourrait donner beaucoup d’autres exemples de systemes a deux niveaux dans la
nature, dans le domaine de la chimie, de la physique moléculaire ou atomique, de la
physique nucléaire et des particules élémentaires.

Le bit quantique est simplement I’abstraction de la notion de systéme a deux niveaux
du contexte physique détaillé. Un bit quantique est un état du type

) = al0) + bl1) (2.71)
1

ou 0y = (0

On adopte souvent (par convention) la convention relative au spin 1/2, c.-a-d. a =

), |1)=((1))eta,b€Cavec lal® +|b|% = 1.
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cosg eth = ¢ sing (mais pour la notion abstraite du bit quantique cela n’est pas
obligatoire).

Le bit quantique est un degré de liberté qui posseéde une nature duale. 11 est discret
dans la mesure ou I’espace C? posséde la dimension 2 et les résultats de mesure sont
binaires. Il est continu dans la mesure ou « et 8 sont des nombres complexes continus.
Nous reviendrons sur ces considérations.

La spheére de Bloch

L’espace de Hilbert du bit quantique 2, t.q. ) = al0) +b|1), |a| 24 || 2 = 1 est abstrait.
La sphere de Bloch (Figure 2.13) est une représentation géométrique tres utile. Celle-ci
est basée sur la paramétrisation

0 ; 0
) = 16, ¢) = (cos 2)I0) + e?(sin I (2.72)
ou

0 ; 0
) = 16, ¢) = (cos DIT) + e?(sin I (2.73)

On représente |, ¢) par un vecteur unité sur une sphere ou 6 est 1’angle par rapport a z
et ¢ est I’angle par rapport a x dans le plan (x, y). Ici 8 et ¢ ne sont rien d’autres que les
coordonnées sphériques.

Figure 2.13 La sphere de Bloch

Les états des trois bases orthonormées ci-dessous
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{10y =17 ;1) =11} (2.74)
1 1
J— = , —— — = |- 275
{‘/E(IT>+Il>) [+) \/§(|T> ) =1-) (2.75)
1 1
— j =0); — —1 =0 2.76
{\/E(IT>+lll>) |O) \/E(IT> il =10)} (2.76)

sont représentés sur la sphere de Bloch sur la Figure 2.14.

Figure 2.14 Représentation des trois états de bases orthonormées sur la sphere de Bloch ot

i) =10) et |-i) = |O).

Ces trois bases s’appellent, pour des raisons évidentes les bases Z, X et Y en infor-
mation quantique. Elles correspondent aux bases des états propres des trois matrices de
Pauli du spin o, o7 et o,. Ces matrices sont aussi appelées souvent Z, X et Y.
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La physique moderne est fondée sur la Mécanique Quantique. Cette théorie a été élaborée
suite a plusieurs expériences [p.ex: raies spectrales, corps noir, effet photoélectrique, ef-
fet Compton, diffraction des électrons sur les cristaux, physique atomique, expérience
de Stern Gerlach, etc] et travaux des peres fondateurs [p.ex: Planck sur le corps noir
1900, Einstein sur le photon 1905, Bohr sur I’atome 1913, De Broglie sur la fonc-
tion d’onde 1924, Schrodinger sur I’évolution de la fonction d’onde 1926, Born sur
I’interprétation de la fonction d’onde 1926, Heisenberg sur la formulation algébrique
1925, Dirac sur la mécanique quantique relativiste 1930, etc]. Un bref apercu de quelques-
uns de ces sujets a été donné au Chapitre 1.

En 1930, les grands principes physiques de la mécanique quantique étaient essen-
tiellement connus. Leur formulation mathématique précise et un cadre cohérent fut
donné par Dirac et von Neumann. Leurs livres "Principles of Quantum Mechanics"
(Dirac, 1930) et "Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik" (von Neumann,
1932) jouerent un role fondamental. Aujourd’hui méme, les grands principes sont in-
changés, et, combinés avec les principes de la relativité, décrivent avec succes une
gamme impressionnante de phénomenes sur les échelles de distances, d’énergies et de
températures associées a la physique de la matiere condensée, atomique et moléculaire,
nucléaire, sub-nucléaire. Malheureusement, on ne sait toujours pas combiner de fagcon
cohérente la théorie classique de la gravitation avec la mécanique quantique, et, dans ce
domaine, il n’existe aussi pas d’expériences pouvant guider les physiciens (car la force
de gravité est en fait tres faible).

Le cadre général de la MQ est I’espace de Hilbert. L’espace de Hilbert est essen-
tiellement un espace vectoriel sur le corps des nombres complexes muni d’un produit
scalaire. Nous allons donc commencer par donner quelques rappels d’algebre linéaire
sur ces espaces. En méme temps, ceci est I’occasion d’introduire la notation de Dirac
des "bras" et "kets" de facon un peu plus formelle. Ensuite nous formulons 5 postulats
qui ensemble forment les grands principes de la MQ.

Algeébre linéaire en notation de Dirac

Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel sur le corps C, muni d’un produit
scalaire. Pour un espace de dimension fini, cette définition est suffisante. Pour des es-
paces de dimension infinie il faut préciser des conditions qui permettent de prendre des
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limites; mais dans le cadre de ce cours nous resterons en dimension finie comme cela
est le plus souvent le cas en information quantique.
Les vecteurs sont notés |y) (prononcé "ket psi"). L’hermitien conjugué (transposé et

z

complexe conjugué) est noté (Y| (prononcé "bra psi"). Le produit scalaire est noté (@|y).
C’est le produit scalaire entre les vecteurs |¢) et ). On appelle aussi (¢|y) un "braket".
Le produit scalaire satisfait a:

1. Positivité: (p|¢) > 0 avec égalité si et seulement si |¢p) = 0.

2. Linéarité: {gl(aly) + Bl2)) = a(Plp1) + B(pl2), . € C

3. Symétrie: (ply) = (Y|p) ou la barre dénote la conjugaison complexe.

H=C2= {(;) with @, € (C}. Le produit scalaire est (7, 6) (Z) = ya + 68. En
notation de Dirac

@

(ﬁ) = a|0) + BI1)

ou |0) = ((1)), 1) = ((1)) De plus

(7,6) = (01 + 6¢1]
et

(7401 + 5¢11)(@l0) + BI1)) = Fa (0[0) +¥B(OI1) + dar (110) + §B(1|1) = ya + 5B

H=L*R) ={f : R} - C, fd%?lf()?)l2 < o0}. Le produit scalaire {f|g) =

[ &% f(R)g(¥) et la norme induite || fll, = (fIf)"/? = [d*F|f(@)>. Cet espace
joue un role fondamental en MQ mais nous n’en parlerons quasiment plus dans
ce cours car nous nous occuperons uniquement de degrés de liberté discrets.

Produit tensoriel. Nous aurons besoin de la notion de produit tensoriel. Soit H, et H,
deux espaces de Hilbert avec deux bases finies. Soit |i);, i = 1, ...,n; la premicre base de
dim H; = ny et )2, j = 1,...,,n; celle de dim H, = n,. Nous pouvons former "I’espace
produit”

H, @ H,
qui est simplement le nouvel espace de Hilbert engendré par la base des vecteurs

[1 ®1/)2
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(aussi notés |i, j) or |i)1|7)2). Il y a n; - ny vecteurs dans cette base, donc
dimH; @ Hy = nin,

Un vecteur général de I’espace produit est

n np n n

Wy =" D el =" > clin®lin

i=1 j=1 =1 j=1

Le produit scalaire dans 1’espace produit est par définition:

W70 = @GR @ 17)2) = lidy 1)z

Pour un bit quantique, 1’espace de Hilbert est C2. Nous verrons que 1’espace de
Hilbert de deux bits quantiques est C> ® C2. Les vecteurs de base de C> ® C? sont
{10) ®10), 10) ® [1), [1) ® [0}, [1) ® [1)} ou bien {|00), [01), [10), [11)}. Un état
général est

) = @o0l00) + @01|01) + a1010) + a1 [11)

On a dim C? ® C? = 4 et bien stir C> ® C? est isomorphe a C*.
Voici quelques exemples de produits scalaires:

e (00]00) = (0]0) (0]0) = 1
e (01]01) = (0j0)(1]1) = 1
e (O1]11) = (O[1)(1[1) =0

A partir de 1a on peut calculer le produit scalaire de [i) et |¢) = Byol00) +
Bo1l01) + B10l10) + B11]11). On trouve comme attendu (@ly) = Byyoo + Bo1 o1 +
Bio@io + By a11. 11 peut étre utile de travailler dans une base canonique de C*

1 0 0 0
0 1 0 0
ol=100 . [ [= 100 [[]=n0) . []=1D
0 0 0 1

Une fois cette correspondance (conventionnelle) fixée, on peut inférer les regles
du produit tensoriel en composantes:

- 0
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Ces régles se généralisent 2 C*> ® C? ® C? etc.

Inégalités de Cauchy-Schwarz. Comme d’habitude:

Kl < (lpy'/* (wlyry''?

Relation de Fermeture. Soit |i), i = 1,...,n une base orthonormée d’un espace de
Hilbert a n-dimensions. Un vecteur peut étre développé

n

9y = > cli), e =(ilg)

i=1
Les composantes c; sont obtenues en projetant |¢) sur les vecteurs de base. Le développe-
ment devient

n
1) = > li) (ilg)
i=1
Notez que |i){i| la (matrice du) projecteur sur |i). On peut penser a ;" |i){i| comme a la
matrice identité agissant sur |¢). On obtient donc la relation de fermeture

ilixil =1
i=1

Observables. En MQ les observables ("quantités mesurables") sont représentées par
des matrices hermitiennes agissant sur 7. Rappelons quelques propriétés importantes.
L’application A : H — H, ) — AlY) est linéaire si

Aalgr) + Bl¢2)) = a(Alg1)) + B(Alp2))

une application linéaire peut tre représentée par une matrice aussi notée A.
Les éléments de matrice de A dans la base orthonormée {|i),i = 1,...,n} de H sont
notés (i|A|j) ou A;;. Etant donné A, I’adjoint de A est noté A™ et défini par

(PlATIY) = (plAlp)

Donc I’adjoint (ou I’hermitien conjugué) est I’application linéaire avec la matrice trans-
posée et complexe conjuguée. On a pour les éléments de matrice

@A"lj)y = GIAID), (AN = Ay
On dit que A est hermitienne si A = A”. On peut vérifier que (A + B)' = A" + B" and

(AB)" = BYAT.
On définit aussi le commutateur

[A,B] = AB - BA
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et ’anticommutateur

{A,B} = AB + BA

Projecteurs en notation de Dirac. L’ opération linéaire
)il = P;

est un projecteur sur le vecteur de base [i). Si P; est un projecteur, on a PZT = P;et
Pi2 = P;. Voici comment on peut le vérifier en notation de Dirac:

Pl = (I = (@' (4iN" = lixil = P;
P} = (liyD(iXil) = i) @(il = i)l = P;
=1
Puisque |i) and |j) sont orthogonaux pour i # jona P;P; = P;P; = 0. En effet,

PP = (DDA <D = 18) <D = 0
=0

PP = (1D = 1j) (i = 0
=0

Si |¢) est n’importe quel vecteur sur I’espace de Hilbert, alors Py = |¢){¢| est le pro-
jecteur sur |¢@).

Décomposition Spectrale. Les matrices hermitiennes sur 1’espace de Hilbert ont une
décomposition spectrale,
A= Z a,P,
n

ou a, € R sont les valeurs propres et P, les projecteurs propres de A. Dans le cas
non-dégénéré, on a

P, = |¢n><¢n|
ou |¢,) est le vecteur propre associé a la valeur propre a,,:
A|¢n> = an|¢n>

Les vecteurs propres et projecteurs associés a des valeurs propres différentes sont or-
thogonaux. De plus, ils satisfont a la relation de fermeture

1= Py= ) lonXul

Nous écrirons souvent la décomposition spectrale sous la forme

A= alp)enl
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Dans ce paragraphe, nous expliquons les 5 grands principes de la MQ:

o les systemes isolés sont décrits par des vecteurs (kets) états d’un espace de Hilbert,

o le vecteur d’état évolue dans le temps de facon unitaire,

o les observables sont décrites par des matrices hermitiennes,

e [’opération de mesure est un processus distinct de 1’évolution temporelle: c’est une
projection aléatoire,

e on peut composer des systemes: leur espace de Hilbert est un espace produit (ten-
soriel).

Principe 1: Vecteurs d’états. L’état d’un systéme - isolé du reste de 1’univers - est com-
pletement spécifié par un vecteur de I’espace de Hilbert. Le vecteur /) € H doit étre
normalisé (Y|y) = 1.

Exemple 3.4: Quelques vecteurs d’états

e La polarisation du photon (Section 2.2) est décrite par H = C2. Les vecteurs
d’état de C2 sont [) = a|0) + BI1), || + |8]% = 1. Un état de polarisation
linéaire |8) = cos6|0) + sinf|1), un état de polarisation circulaire 16y =
cos 6|0y + isin 6|1), et un état général

cos 6|0) + € sin 4]1)

e Lespin % (de I’électron par exemple: Section 2.7) est décrit par le méme espace
de Hilbert. La paramétrisation naturelle est

0 <0
cos§|o>+e’5sin§|1>

La sphere de Bloch (Section 2.10) est une représentation géométrique na-
turelle de I’espace de Hilbert de ces états.

e Pour une particule dans R3 on a H = L*R?). Les vecteurs d’états sont les
fonctions d’ondes normalisées f Bx (@) 2= 1.

Principe 2: Evolution temporelle. Un systeme isolé évolue (au cours du temps) de
facon unitaire. Cela signifie que si |) est I’état au temps 0, 1’état au temps ¢ est de
la forme U,|¢) ot U, est une matrice unitaire de H{ — 9. Ici unitaire signifie que
U/U, = U,U; =1 ou bien de fagon équivalente U;! = U,

L’évolution unitaire forme un groupe (ou plutdt la représentation du groupe des trans-
lations temporelles) au sens suivant:

U =1, Url Uzz = Uz1+z2

La MQ nous indique comment calculer U, pour un systtme donné: il faut résoudre
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I’équation de Schrodinger (Section 1.7). En information quantique, nous ne nous in-
téressons pas (en général) a cette équation. On suppose (de fagcon optimiste) qu’un
ingénieur ou un physicien saura construire un appareil (appelé circuit quantique) qui
réalise 1I’opération unitaire U, voulue. L’ opération voulue sera spécifiée par 1’algorithme
quantique. Nous reviendrons sur ce point plus tard dans le cours.

Un miroir semi-transparent décompose un rayon incident en rayon réfléchi et
rayon transmis. Soit { = C? ’espace de Hilbert avec la base |T), |R). Le miroir
semi-transparent agit de facon unitaire

1
Ty — ~ HI) = (1) + IR)

1
IR) — ~ HIR) = —=(T) = R)

La matrice unitaire H s’appelle matrice de Hadamard ou "porte logique de
Hadamard"

Principe 3: Quantités observables. En mécanique quantique, une quantité observable
(énergie, moment magnétique, moment cinétique, position, impulsion, vitesse, etc) est
représentée par une matrice hermitienne.

Il n’est pas forcément évident de savoir comment choisir la matrice (ou opérateur)
correspondante. Il existe un "principe de correspondance” (Section 1.8) qui est une
sorte de regle pratique pour construire 1’opérateur a partir de la quantité classique. En
fait, cette reégle est parfois ambigué, car les matrices sont des objets qui ne commutent
pas. D’autre part, il existe des observables (comme le spin) qui n’ont pas d’analogue
classique.
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Exemple 3.6: Quelques observables

.. . . L . . . 2
e Position x, impulsion p = L énergie ou Hamiltonien £~ + V(x). dans ce
i Ox 2m
cours, nous n’aurons pas besoin de ces observables.
e Polarisation du photon. On envoie un photon a travers une lame biréfringente
(Section 2.3). Si D, clique on enregistre —1 alors que si Dy clique on enreg-

istre +1. Les observations sont décrites par 1’observable
P = (+DIxxl + (=Dly)yl

. .. 1 0 o
cette observable est la matrice hermitienne ( 0 l) (exprimée dans la base

{lx), ).

e Toute observable (matrice hermitienne) de H = C? peut étre représentée par

une matr .ICC 2 X 2

A = a]0)0] + BI0)(1| + BI1XO| + ¥I1)(1|

ou en notation de Dirac

Toutes ces matrices peuvent étre représentées par une combinaison linéaire
des matrices

oy et Y- e-b %)

Les matrices hermitiennes X, Y, Z sont appelées les matrices de Pauli.

Les matrices de Pauli servent entre autres a décrire le spin %: il s’agit
d’un vecteur a 3 composantes X = (X, ¥,Z). Dans la littérature physique
X = (0, 0y,0;). Les propriétés importantes de ces matrices sont

X>?=Y*=7>=1, XY =-YX, XZ=-7ZX, YZ=-ZY

et

[X,Y] = 2iZ, [V,Z] = 2iX, [Z X] = 2iY

Principe 4: Postulat de la mesure. Soit un systeme préparé dans 1’état [i/). On veut
mesurer une observable du systeme grice a un appareil. L’appareil est modélisé par un
ensemble de projecteurs orthogonaux {P,} satisfaisant ¥, P, = 1. Une mesure projette'
I’état ¢ du systeme qui devient juste apres la mesure

Pulyr) Pyl

90 = Bl = WPy

Pour une mesure unique, il n’y a pas moyen de prédire 1’état résultant |¢,): celui-ci est

! les physiciens disent que 1’état ou la fonction d’onde est "réduit(e)"
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aléatoire. Si I’expérience de mesure est répétée plusieurs fois, la probabilité (interpréta-
tion fréquentiste de la probabilité) d’observer n est

P [resultat n] = g ) > = WIP. W)

Remarque 1. Puisque };; P; = 1 et |y/) sont normalisés on a

Z P [resultat j] =1
J

Remarque 2. Avec P; = |j){j| la probabilité de I’état résultant j est
P [resultat j] = WIP;ly) = Kjiv)I?
et I’état juste apres la mesure est |j).

Conséquence importante concernant la mesure des observables. Ce point est fon-
damental, car ce sont les observables que 1’on mesure dans une expérience. L appareil
de mesure modélisé par un ensemble de projecteurs {P,} permet de mesurer toutes les
observables de la forme A = 3’ ; a;P;. Une mesure donne |i/) — |¢,) pour un certain 7.
Puisque Al¢,) = a,|¢,), la valeur de A donnée par la mesure est précisément a,,.

La valeur moyenne des mesures de A si 1’état du systeme est i)

D a)ulPilw) = WiAl)

J

et la variance

DIEWIPI) - O aguIP ) = WIANY) - (WAl
J J
En pratique, on utilise le membre de droite de ces formules pour calculer les valeurs
moyennes et variances.

Apres une mesure, le vecteur d’état est réduit a [) — |¢,), pour un certain n, et la
valeur moyenne dans le nouvel état (i.e |¢,)) devient a,, et la variance devient nulle.

De plus, on ne peut mesurer avec le méme appareil que des observables ayant les
meémes projecteurs propres. En particulier, la mesure simultanée (avec un méme ap-
pareil) n’a de sens que si les observables ont les mémes projecteurs et vecteurs propres.
Elles peuvent avoir des valeurs propres différentes mais doivent commuter.
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Pour mesurer 1’observable
P = |x){x| = [y

on utilise I’appareil constitué d’un analyseur orienté le long de x et un détecteur.
Cet appareil est la réalisation physique de la base de mesure {|x), [y)}. Si le photon
traverse 1’analyseur, 1’état juste apres la mesure est |x), et si le photon est absorbé,
I’état juste apres la mesure est |y). Les probabilités associées sont

P [resultat + 1)] = [(x)|%, P [resultat — 1] = [(y|y)|>

Si la préparation initiale de la polarisation des photons est |y/) = cos 0|x) + sin 6]y)
ces probabilités sont simplement cos? 6 et sin® 6. Supposons que 1’analyseur soit
tourné d’un angle 7. cela signifie que I’on mesure 1’observable

P = ly)Xyl = ly)yul
Les probabilités associées a cette mesure sont

P [resultat + 1] = [(yly)]|? = cos®(6 —y)

P [resultat — 1] = [(y.|¥)|? = sin®(@ — y)
Finalement, notons que dans le premier cas I’observable mesurée est la matrice
1 0
= Z =
pez=(y 5
et dans le second cas

_[cos2y  sin2y
" \sin2y —cos2y

) = (cos2y)Z + (sin2y)X

Principe d’incertitude Prenons un systeme dans 1’état i) et considérons deux observ-
ables A et B. Elles ont chacune une représentation spectrale

A:Zajpj’ BZijQj
J J

Comme expliqué précédemment, dans 1’état |¢), chaque observable possede la
valeur moyenne (WA, (W|Bly) et Iécart type AA = (WIA2lY) — (W|AlY)?, AB =
VWIB2Y) — (WIBI)?.

La relation ou inégalité d’incertitude de Heisenberg stipule

1
AA-AB > 5<¢|[A,B]|¢r>

Linterprétation de cette inégalité est la suivante. Si [A, B] # 0 il n’est pas possible
de mesurer A et B simultanément avec précision infinie. Si AA = 0 alors AB = oo.
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L’exemple le plus frappant est A = x (position) and B = p = ?% (impulsion ou
quantité de mouvement). Dans ce cas AxAp > %r et on ne peut pas mesurer avec une
précision infinie la position et I'impulsion de la particule: ce n’est pas une limitation
technologique, mais une limitation imposée par les lois de la nature.

Si [A, B] = 0 il existe une base commune de I’espace de Hilbert dans laquelle A et
B sont toutes deux diagonales. En mesurant dans cette base, le postulat de la mesure
indique que les observables peuvent étre mesurées avec précision infinie. Il n’y a pas
de contradiction avec le principe d’incertitude, car le membre de droite de I’'inégalité de
Heisenberg s’annule quand [A, B] = 0.

Principe 5: systemes quantiques composés. Prenons deux systémes (A et B avec es-
paces de Hilbert H# and Hg. L’espace de Hilbert du systeme composé AB est donné
par le produit tensoriel

7‘19{ ®7‘{g

Les états de AB sont les vecteurs |y) € Hgz @ Hg. Les postulats précédents s”appliquent
aux systémes composés.

Ce postulat est en fait non trivial et nous étudierons quelques conséquences. En parti-
culier, Einstein, Podolsky et Rosen ainsi que Schrodinger furent les premiers a analyser
la signification de ce postulat. Ces études menerent aux inégalités de Bell, a la télé-
portation et au dense coding qui jouent aujourd’hui un réle important en information
quantique.

Exemple 3.8: Systeme composé

N bits quantiques possedent 1’espace de Hilbert

CPRC*eC?®..0C?

N copies

Si {|0), 1)} est une base pour C2, une base du systeéme composé est donnée par
|b1) ® 1b2)...Q |by) = |by ... by)

ol b; = {0, 1}. Iy a 2" états de base en correspondance avec 2" suites de longueur
N de bits classiques. Un état de N bits quantiques est une superposition des états
de base:

W)= > byl by

by...by

ou les coefficients ¢, p, satisfont

2
D dennl? =1
b[.‘.bN
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Etats produits et états intriqués

Les états d’un systeéme composé AB appartiennent a Hx @ Hg. Un état est de type
produit s’il peut étre représenté comme

) =1d)a®ly)s

On dit aussi que |) est séparable.
Un état intriqué ) € Ha ® Hg est un état pour lequel il est impossible de trouver
|pYa € Ha et |y)g € Hg telle que ¢ soit de la forme produit.

Les états intriqués engendrent des corrélations trés spéciales entre les parties A et B.
Nous verrons que ces corrélations n’ont aucune contrepartie classique (et jouent un role
important dans la téléportation par exemple).

Considérons le cas de deux bits quantiques avec A® B = C? @ C.

e Quelques états produits simples:
10)a ®10)5 = |00)
0)a ®[1)g = |01)
DA ®0)s = [10)
IDa®[l)g =|11)

e Quelques états produits moins évidents:

1 1
—(l0 1 0)g = =(/00) +[10
\/Q(l Y+ |Ds) ®[0)g = 5(100) + [10))
1 1 1
—= (0 +[1)g) ® —=(0) = [)g) = 5(100) - |01) + [10) — |11))
vz V2 2
o Il existe des états intriqués qui ne peuvent pas se mettre sous forme produit:

1 1
—(|0 0 1 g) = —(00) + |11
\/§(| )7 @10z +[Da®|)s) \/§(| )+ 111)

1
V2
1
V2
1
V2

Ces quatre états jouent un rdle particulier et s’appellent états de Bell.

1

0 0)g =1 I)g) = —(100) — |11

(10a ®10)8 = DA ®[1)s) \/E(l ) —111)
1

(DA ®10)s +10)a @ (1)) = —=(10) +[01))
V2

1
(10A®10)8 - [Da®|0)g) = —=(01) +[10))
V2
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Production d’états intriqués. Soit un systéme composé avec état initial |¢p) 4 ® |x)s.
Ce pourrait étre par exemple deux électrons dans I’état de spin |T) ® |]). Si on les laisse
évoluer séparément sans interaction, 1’opérateur d’évolution unitaire est de la forme
Ua® Ug et

Ua®Us(T) @) = Uall) ® Usll)

si bien que 1’état reste dans un état produit.

Pour produire des états intriqués A and $B doivent interagir pendant I’évolution tem-
porelle, pour que Uag # Uz ® Ug. Toutes les interactions physiques connues sont
locales dans 1’espace et le temps: deux systemes dans un état intriqué ont nécessaire-
ment été en contact dans le passé.

Impossibilité de "cloner"” un état quantique

Les bits classiques peuvent étre copiés. Par exemple, un texte peut étre dupliqué ou
copié avec une machine a photocopier "universelle": la méme machine peut copier tous
les textes.

Soit un ensemble d’états quantiques /) € HH et supposons que nous voulions con-
struire une "machine universelle" qui "copie" tout ) € HH. cette machine quantique
devrait étre décrite par un opérateur ou matrice unitaire U (ceci est vrai pour tout pro-
cessus physique sauf pour celui de la mesure). L’espace de Hilbert est Hx ® Hg ou A
est I’espace des états que 1’on désire copier et B celui des copies. On commence par
I’état initial

[) ® [blank)

La machine produit la sortie:

W)@ blank) » [ U |- )@y

En termes mathématiques la question est: peut-on trouver un opérateur unitaire tel que
pour un ensemble raisonnablement large d’états

U(ly) @ [blank)) = [v) ® |y)

La réponse est non. Ce fait s’appelle parfois le "no cloning theorem". Par contre, il est
possible de cloner/copier un ensemble d’états orthogonaux avec un U approprié (qui
dépend de I’ensemble spécifique en question).

Preuve du théoréme de non-clonage. Supposons qu’il existe U tel que UTU = UUT =
1 avec

U(l¢1) ® Iblank)) = |p1) ® |¢1)

U(l¢2) ® Iblank)) = |2) ® |¢2)

En prenant I’hermitien conjugué de la deuxieéme équation

(2] ® (blank))U™ = (2] ® (s
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En prenant le produit scalaire avec la premiere équation

(¢2] ® (blank|U" Ul¢1) @ [blank) = (ga] ® (pa)(|¢1) ® Ih1))
ce qui implique
($21¢1) (blank|blank) = (¢s|¢1)
donc
($2lp1) = 0 or (¢al¢1) =1

Nous concluons qu’il n’est pas possible de copier |¢;) and |¢») qui ne sont sont iden-
tiques ou bien pas orthogonaux, avec le méme U. En fait il est possible de copier une
base orthogonale ou des états orthogonaux.

Les états non-orthogonaux ne peuvent pas étre parfaitement distingués.

Il existe plusieurs variantes et raffinements du no-cloning theorem. Ici nous discu-
tons une de ces variantes. Donnons-nous deux états i) et |¢) et essayons de construire
une machine (unitaire) qui permet de les distinguer. Mathématiquement on cherche une
matrice unitaire U telle que

Uly) @lay = ly) @ v)
Ulg) ®la) = ) ® V')

ou les sorties |v) et [v') sont différents. Le produit scalaire entre ces deux équations
donne

(Bl®@UUI) ®lay = (¢l @ (/1)) ® Iv))
ceci implique
(ply) Cala) = (ply) (V'Iv)
Si |¢) n’est pas orthogonal a |i) nous avons (¢|y) # 0 donc
Vv) =(alay =1

Ainsi [v) = V') etil n’y a pas d’information dans |v) et |v') qui permet de distinguer |y/)

et|g).
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La matrice Densité

Nous avons formulé les regles de la mécanique quantique pour des systémes isolés.
En particulier, 1’état d’un systeme isolé est décrit par un vecteur de 1’espace de Hilbert
)y € H, avec ||| = 1. Souvent, cette description n’est en fait pas suffisante. Tout
d’abord, un systeme n’est jamais complétement isolé et cette hypothese est, tout au plus,
une idéalisation. Quand I'influence de 1’environnement sur le systéme a son importance,
il faut étendre la description grace au formalisme de la matrice densité, qui remplace
le vecteur d’état. Une autre situation qui requiert cette extension est la description d’un
ensemble statistique. Considérons par exemple un gaz de photons dans une boite con-
tenant 30% des photons dans I’état de polarisation |H), 20% des photons dans I’état |V)
et 50% des photons dans I’état \/%(IH) + IV)). Imaginons que 1’on ouvre un trou dans
la boite qui laisse passer les photons aléatoirement un par un. Ce systeme constitue

une source émettant des photons dans un état aléatoire parmi {IH % IV), \%(|H} + |V))}

avec probabilités respectives {% é %} C’est ce qu’on appelle un ensemble statistique

et nous verrons que la matrice densité est 1’outil approprié pour ce type de situation.

Etats mixtes et matrice densité

Soit H un espace de Hilbert. Les vecteurs |y) € H, |[¢|| = 1 ou, de fagon équivalente,
les projecteurs |y){y] sont appelé des états purs. Si A est une observable, c’est-a-dire
une matrice hermitienne A : H — 9, 1’état pur défini une fonctionnelle linéaire semi-
définie positive de I’ensemble des observables B(H)' dans C

BH) — C

At AT L Av(d) = (iAW)

qui donne la valeur moyenne (average) de A lors de mesures répétées de systemes dans
I’état |i/). Nous notons que

Avy(A) = WlAW) = Tr (Aly) W) (4.1)

' B(H) est I’ensemble des transformations linéaires £(FH) = H —> H qui sont bornées. Dans le cadre de
I’information quantique, 1’espace de Hilbert est typiquement de dimension finie, les observables sont
donc des matrices de taille finie et sont automatiquement bornées. Cependant, en général, les observables
peuvent étre des matrices de "dimension infinie" ou des opérateurs non-bornés. L’analyse de genre
d’observables fait intervenir des outils d’analyse fonctionnelle.
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Cette fonctionnelle satisfait a trois propriétés importantes.

1. Avy(1A +uB) = AAV,(A) + uAv,(B) VA € C, YA, B € B(H)
2. Avy(1) = 1
3. SiA > 0% alors Avy(A) € R,

Nous généralisons la notion d’état comme suit:

Etant donné un espace de Hilbert H et une observable A € B(H), un
tique" est en général défini par une fonctionnelle linéaire positive:

"4

état quan-

BH) — C

AT L A

c’est-a-dire Av(1A + uB) = AAV(A) + uAv(B), Av(l) = 1 et Av(A) € R, pour
A>0.

Cette définition semble abstraite, mais un théoreme général d’algebre linéaire affirme
qu’une telle fonctionnelle linéaire positive peut toujours étre représentée par une matrice

p telle que
Av(A) = Tr(Ap)

avec p = p',p > 0 et Tr(p) = 1. La matrice p s’appelle la matrice densité. On peut
facilement voir que ’ensemble des matrices densité forme un ensemble convexe.

Si un systeme est décrit par un vecteur d’état [if), on a p = | ){(¢|. Remarquez
que dans ce cas, p est une matrice de projection de rang 1 (projecteur sur |¢)).
On a bien p = p, les valeurs propres sont 1 et 0, donc p > 0 et la condition
Wy = IIL/III2 = 1 est équivalent & Tr(p) = 1. Dans ce cas, on dit que p est un état

pur.

2 Si A est semi-définie positive. Une matrice A est dite semi-définie positive si elle satisfait ¥ TAX > 0 V.
De maniére équivalente, A est semi-définie positive si AT = A et toutes ses valeurs propres A; > 0.
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Dans le cas du gaz de photons décrit dans 1’introduction, si on fait une mesure
d’observable pour chaque photon qui sort de la boite (p.ex. on pourrait mesurer la
polarisation), on trouve en moyenne

3 1 L(CH + VI (IH) +1V)
To(HIAIH) + Z(VIAIV) + E( )A( )

N V2
=Tr (A {13—0|H)<H| + %IV)(VI + % (|H>J§|V>) (<H|J§<Vl)})

En d’autres termes, cette source de photons est décrite par la matrice densité

|H>J§|V>)((HIJ§(VI)

3 1 1
p= SSH)H|+ V)XV + 5(

Un état mixte est une matrice densité de la forme

k
p = ple)el
i=1
ol {Igol), e, Igok)} est un ensemble de k états normalisés non nécessairement or-

thogonaux de 1’espace de Hilbert et {p,..., px} un ensemble de probabilités
piz0et Y, pi=1

L’état est dit pur quand k = 1 et les états purs sont les points extrémaux de
I’ensemble convexe des matrices densités. Il est dit mixte pour k > 2 (avec |¢;) #

lp2)).

On peut montrer que les définitions 1 et 2 d’un état quantique sont équivalentes. Il
est trés facile de voir sur la deuxiéme définition que p = p' car chacun des k termes est
auto-adjoint. De méme, p > 0 car chacun des k termes est proportionnel & un projecteur
multiplié par p; > 0. Enfin, Tr(p) = Zf;l pi = 1 car Tr(lg;){wil) = {@ilp;) = 1. Ainsi,
la deuxieme définition implique la premiere. Réciproquement, puisque toute fonction-
nelle linéaire positive peut étre représentée par une matrice densité hermitienne, on peut
utiliser la décomposition spectrale

d
p = X
i=1

ou ply;) = Ailyi) et {I)(1 Yoot I)(d)} forme une base orthonormée et A; € R. Puisque p > 0
et Tr(p) = 1, on doit aussi avoir 4; > O et Zf’zl A; = 1, c’est-a-dire qu’on peut interpréter
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{11,..., 44} comme un ensemble de probabilités.

Remarque 1. Nous remarquons néanmoins que cette décomposition spectrale est
utilisée ici pour démontrer que la définition | implique la définition 2 mais ne corre-
spond pas forcément a la préparation physique d’un ensemble statistique. Plus générale-
ment, la donnée d’une matrice densité p avec p = p', p > 0 et Tr(p) = 1 ne contient pas
forcément 1’information sur la préparation physique sous-jacente du systeéme physique.

Remarque 2. En général, dans la donnée de p = Zle pileiXeil, les états |¢1), ..., lor)
ne forment pas forcément une base orthonormée. De plus, cette formule peut corre-
spondre a la préparation physique d’une source statistique, ou pas. En particulier, cette
décomposition n’est pas unique (par exemple, p possede aussi une décomposition spec-
trale).

Remarque 3. Nous verrons plus loin que la matrice densité permet également de
décrire des systemes qui ne sont pas isolés de leur environnement. Cette situation est
physiquement trés différente d’une source statistique.

Mesure sur une matrice densité.

Il reste a expliquer comment fonctionne le postulat de la mesure avec le formalisme
de la matrice densité. Il est évidement nécessaire que les résultats obtenus en effectuant
la mesure d’un systeme décrit par un état pur soient cohérents, indépendamment de la
description mathématique utilisée (vecteurs d’états ket’s ou matrice densité).

Soit A € B(H) une observable dont la décomposition spectrale est A = Y, a;|p; X¢i| =
>iaiP;, ou { |<,0i)} est une base orthonormée de H et soit un état pur représenté par le ket
[/) ou, de maniere équivalente, par la matrice densité p = |[){(y|. Grace au Chapitre 3,
nous savons que la valeur moyenne de A lors de mesures répétées sur un état décrit par
un ket |y) est donnée par

(WlAl)
Par ailleurs, la matrice p a été définie de maniere que
Av(A) = Tr(Ap) “4.2)

L’équation (4.1) prouve que ces deux quantités sont bien égales.

Si I’on ne s’intéresse qu’a une unique mesure de A sur 1’état |i), nous savons que le
résultat obtenu est I’une des valeurs propres «@; de A. La probabilité d’un tel événement
est donnée par

P [ai] = Keil)?

Or, |(<,0,~|lp)|2 = Wl (i) = Y|Pily) n’est rien d’autre que la valeur moyenne du
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projecteur P; sur I’état |i). Il est donc naturel de définir
P [a;] = Te(Pip) 4.3)

dans le formalisme des matrices densités.

Enfin, la théorie quantique affirme que 1’état i) est projeté sur 1’état propre |¢;) as-
socié a a; lorsque cette valeur propre est mesurée. Avec la notation des vecteurs d’états,
on trouve que 1’état pur aprés la mesure est donné par’

W) = Pily)

VP [ai]
La matrice densité associée a ce ket est
Ply)WIP]  PpP;

VP [¢;]? P lei]

Les équations (4.2), (4.3) et (4.4) permettent de faire les calculs en utilisant le for-

malisme de la matrice densité. Elles sont, par ailleurs, également valide pour les calculs
sur des états mixtes.

(4.4)

p=WXyl =

Matrice densité pour un qubit

L’ensemble des états d’un seul bit quantique peut étre décrit par des matrices densités
2 X 2 que nous caractériserons entierement dans ce paragraphe. Les matrices de Pauli

1 0 0 1 0 —i 1 0
L R O A Y B )
forment une base pour I’espace vectoriel des matrices 2 X 2 hermitiennes complexes.

Alinsi,

ap a) ay as
=—1+=—X+=Y+—-Z
R A )

De plus, étant donné que p est une matrice hermitienne, les coefficients ay, a;,a, et
az € R. Comme on doit avoir Tr(p) = 1, on déduit que ap = 1. On peut donc écrire

1 oy Ifl+as a —ia
p—z(]l+a z:)_2(al+iaz 1—a3

avec d = (aj,ar,a3) et T = (X, Y,Z) le vecteur des 3 matrices de Pauli. Pour avoir
p = 0, il faut nécessairement que det(p) > 0. Puisque Tr(p) = 1 > 0, la condition sur le
déterminant est méme suffisante. Ainsi, il faut que

det(p) = 1 —[|d@|> = 0

3 Une maniére d’interpréter cette équation est la suivante; P;|i) projette i) sur le sous-espace engendré par
lg;) et le terme VIP [a;] sert a normaliser [/ ).
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c.-a-d. ||c‘i||2 < 1. En conclusion, I’ensemble des matrices densité pour un qubit est
1 5> 2 - 2
p=3(1+a-Z)lal’ < 1}.

2 . ‘
La boule ||d||© < 1 est un ensemble convexe dont les points extrémaux sont sur la
N 2 . N ‘
sphere ||d|| © = 1. Ceux-ci correspondent a des états purs. En effet,

p2=111+ﬁ~2_52
(+2-5)

1. -
= Z(]l + a1 X* + a3Y* + a3Z7) + 722
1 1 1
+ —ajay (XY + YX) +-a1a3 (XZ + ZX) +~ara3 (YZ + ZY)
gL T TR L Ty s T
0 0 0
1 1. -
== +a*+=ad-%
NI}
2

= J(1+a3)

=p
donc p est un projecteur si et seulement si ||| 2o 1.

La boule ||@]|* < 1 s’appelle la boule de Bloch et est une représentation géométrique
de I’ensemble des matrices densité qui généralise la sphere de Bloch, elle-méme n’étant
rien d’autre que la surface de la boule. Les états purs sont paramétrés par deux angles
uniquement, vu qu’ils se trouvent a la surface de la boule, tandis que les états mixtes

requierent en plus la longueur du vecteur dans la boule. Notons que le vecteur @ =
1

. ...[5 O . ..

(0,0, 0) correspond a I’état mixte trivial ((2) ) ) correspondant a un ensemble statistique
2

totalement aléatoire. Les vecteurs @ = (0,0, 1) et @ = (0,0, —1) correspondent aux états

purs orthogonaux {|1),]l)} et les vecteurs @ = (1,0,0) et @ = (—1,0,0) aux états purs

orthogonaux {|+), |-)}.

Matrice densité réduite

Une situation physiquement commune et trés importante est celle d’un systeme S en
interaction avec son environnement &. Lorsque p n’est pas suffisamment bien isolé de
&, les interactions ont tendance a intriquer I’état (pur) de S U &. On ne peut alors plus
décrire le systeme S lui-mé&me par un simple état pur et il faut faire appel a sa ma-
trice densité, parfois appelée matrice densité réduite. Pour introduire cette notion, nous
devons d’abord expliquer ce qu’est une trace partielle.
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Notion de trace partielle

Soit I’espace de Hilbert Hs ® Hg. Cet espace possede une base formée par le pro-
duit tensoriel des deux bases orthonormées de Hs et Hg, notées {Ia1>, cees IaN)} et

{|b1 Yons IbM)}. Tout état |y € Hs ® Hg peut donc étre développé comme

N M
= > cjlad e b))

i=1 j=1
et pour tout observable A € B(Hs ® Hg), on a
A= A (1) @ b)) (Cad @ bil) = D Aiju (lasXad) @ (1b,)b)

i, k.l ikl

L’état [if) posscde NM composantes (un vecteur colonne ¢;;) et la matrice A est un
tableau de taille NM X NM avec les éléments A, ;.

L’opération de trace partielle sur "I’environnement” & est définie par

Tre(A) = ) Asj laiXax| Tre(|b;)bi)

ikl
= >, Augaa ] (bilb) 45
i,j.k,l 5

= Z(Z A[j;kj)lai><a1;|
ik

On voit que Trg(A) est une matrice N X N d’€éléments 3. ; A;;x;. Cette matrice agit sur
Hs (i.e. A € B(Hy)).

L’opération de trace partielle sur "le systeme" S est définie par

Trs(A) = ) Aijur Trs (lag) @ )Ib;)bi

i,j.k,l
= D Aipu {ailalby)}bi 4.6)
i, k.l 5

= Z(Z A,‘j;i[)|bj><bl|
Mo

2

Ainsi, Trg(A) est une matrice M x M d’éléments ); A;;; qui agit sur Hg.
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Soient Hy = C? et Hg = C? deux espaces de Hilbert d’un qubit. Le systéme total
est décrit par Hs ® Hg = (C*)®? qui possede la base computationnelle

{05 @100, 10)s ®[1s, 115 ®10)s, 115 @ [1)g)
Considérons I’état pur intriqué
1
V2

La matrice densité associée est

) = —=(10)s ® 0% + I1)s @ [1)e)

p =Wyl = %{|0><O|S ®[0)0lg + 10)(1|s ®[0)1]g

+1){0ls @ [1){0l¢ + [1){1]s ® |1><1Ia}
En appliquant les formules pour trouver les deux traces partielles a p, on obtient
1 1
Trs (p) = 10015 + S11)1ls

1 1
Trs(p) = S10)0le + S11)(1le

Sous forme de matrices, si la base est

1 0 0 0
0 1 0 0
0)®10) = ol 0)®[1) = ol 1)®|0) = 1l Hell) = 0
0 0 0 1
ona
1 0 01 Agooo Aot Aooto  Aootrt
p:l 0 0 0 Of_[Aowco Aoor Aorio Ao
210 0 0 O Atgoo Ao Aol Aront
1 0 0 1 Atioo Aot Ao Ann

et les traces partielles sont obtenues en faisant les opérations
_1{1 0
210 1
1

Trg(p) = (Aoooo + Apt01 Aooto +A0111) _ (1 0)
Aiooo + Ario1 Aroro +Arir) 2\0 1

Trg(p) = (Aoooo +Ajoro  Aooot +A1011)

Apio0 + At110 Aotor +Arini

On voit bien avec cet exemple que la notation de Dirac est plus pratique !
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Matrice densité réduite et son interprétation physique

L’exemple précédent capture la notion de matrice densité réduite. Si Hy = Hs @ Hg et
si I’état de H,, est défini par un état pur |y), la matrice densité réduite de S est donnée
par la trace partielle sur I’environnement:

ps = Tre(Y) YD

De facon similaire, la matrice densité réduite de I’environnement est donnée par la trace
partielle sur le systeme:

pe = Trs (jY)y)

Quelle est I'interprétation physique de ps ou (pg)? Supposons que 1’on fait une ex-
périence pour mesurer une observable de S, c’est-a-dire A = Ag ® 1g. D’apres les
principes de la mécanique quantique, la valeur moyenne de 1’observable lors de la
mesure répétée de [i/) est

Avy(A) = WIAs @ Tlp) = Tryem,(As @ Tely)(wl)

4.7
= Ty, (As {Trag, (0)W1)}) = Tra (Asps)

Ainsi, Avy(A) = Tre (AS ps), ce qui signifie que le résultat expérimental et entiere-
ment défini par la matrice densité pg.

Allons un peu plus loin. Supposons que As = >, a,P, ou P, = |n){n| sont les
projecteurs propres de Ag et a, les valeurs propres. La décomposition spectrale de
A=As ®@1gest

A = Ag ®]lg=Za/,,(P,,®]lg)

n

ou P, ® 1¢ sont des projecteurs propres de A. D’apres le postulat de la mesure, si |y)
est I’état avant la mesure, alors 1’état apres la mesure est cc P, ® Lgl|y) avec probabilité
P [n] = (Y|P, ® 1 g|n). Cette probabilité peut s’écrire

P [n] = (WP, ® Lghn) = Trpgam,(Pa @ Teli) ()
= Try, (Pa{ ez, (020}
= Trgy (P n ,Os)
La matrice densité totale dans Hs ® Hg apres la mesure est proportionnelle a
Papres < Pn ® Le() WP, ® 1g
et la matrice densité réduite est proportionnelle &
5 apres < Trg(Papres) = Tre (P ® Te(W)WDPy @ 1)

= Po(Tre(lwXyD) Py
= Pn pSPn
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Il faut encore normaliser cette expression, si bien que

PnpSPn
Tr(PnpSPn>

PS apres =

Exemple 4.4: Matrice densité réduite d’un état pur

Considérons un état pur. Si c’est un état produit (séparable), alors la trace par-
tielle résulte en un état qui est encore pur. Si au contraire 1’état est intriqué, alors
la trace partielle résulte en un état mixte. Ici, nous ne prouvons pas cette affirma-
tion formellement, mais nous I’illustrons avec un exemple explicite (un état pur
maximalement intriqué).

Reprenons 1’espace de Hilbert de deux qubits H = H; ® H, = C> ® C2. Pour
un état produit |p;) @ |¢2), on a

p = (Ie1) @ [62)) (<11 @ (al) = 1 Xep1| @ o Xepal

et les matrices densités réduites obtenues par trace partielle sont

o1 =lei)eil et pr = @) {eal

On voit que chaque qubit est bien décrit par un état pur (ce qui était déja bien
clair avec I’état produit).

Prenons maintenant un état intriqué, par exemple ) = \/%(IO) R0 +]1)® II)).
Les matrices densités réduites obtenues par trace partielle sont (comme discuté
auparavant)

1 1 1 1
pr= 50001 +11¢1) = 51 et pa = S(J0X0]+ [11]) = 51

qui, les deux, sont des états mixtes correspondant au vecteur @ = (0,0, 0) de la
boule de Bloch. Nous notons que cet état peut correspondre a n’importe quel état
mixte fabriqué avec deux vecteurs quelconques orthonormés {le;), |e»)} pris avec
probabilités {%, %}. En effet, la matrice %]1 est diagonale dans n’importe quelle
base orthonormée. En d’autres termes, les états p; et p, sont totalement aléatoires
et individuellement, ils ne contiennent aucune information !

Décomposition de Schmidt et Purification

Nous présentons dans ce paragraphe deux outils mathématiques qui s’averent tres utiles
en information quantique.
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Décomposition de Schmidt

Si un systéme est "bipartite”, c’est-a-dire avec un espace de Hilbert de la forme H =
Hy ® Hp et que I’état du systeme est pur i), alors les matrices densités réduites
pa = Trg(W)Y)) et pp = Tra(lY){y]) satisfont a des propriétés remarquables.

Théoréme

Soit |y) € Hy ® Hp un vecteur d’état pur. Alors, ps et pp posseédent les mémes
valeurs propres non-nulles avec les mémes multiplicités. En conséquence, les ma-
trices densités réduites ont une décomposition spectrale

pa= Z/li|¢i>A<‘Pi|A et pp= Z/lil)(i>3<)(i|3

avec le méme nombre de termes A; > 0 et }}; 4; = 1. Des valeurs propres nulles
peuvent exister avec des multiplicités différentes pour p4 et pp. Ici, )4 et [xi)B
sont des vecteurs orthonormés de H, et Hp respectivement avec palgida = Ailgida
et palyida = Ailxi)s-

De plus, on a

|y = Z \/Z lpida ® xids

Cette dernicre représentation s’appelle la décomposition de Schmidt.

Remarque. Si les valeurs propres non-nulles 4; > 0 sont non-dégénérées, alors les
vecteurs propres associés |p;)4 et |y;)p sont uniques a une phase pres. Sinon, ils ne sont
pas uniques car on peut effectuer des rotations dans le sous-espace propre associé a A;.
De plus, ces vecteurs propres ne forment pas une base complete de Hy et Hp a moins
de leur adjoindre les vecteurs propres associés aux valeurs propres nulles de p, et pp.
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Preuve du théoréme

Soient {|n)4} et {|n")p} deux bases orthonormales de H, et Hp. On peut développer
I’état pur comme

W) = D duwlnda @ ')

n, n

Pour chaque n, on pose |i)g = ., a,w|n’)p si bien que

W) = D Ima® i)

n

Notons que {Iﬁ) B} ne forme pas nécessairement une base orthonormale. Pour la
matrice densité réduite de A, on trouve

pa = Trs(W)Wh = )" (Fialiindg Inn)atmala

ny, n2

En particulier, pour la base {In)A}, on peut choisir la base {Isoi)A} des vecteurs
propres de py tels que palei)a = Ailgi)a, si bien que

pA = Z (&i, %1 B i Yal@iy|a = Z Ailoi al@i|a

i1,y i
ou la deuxieme égalité n’est autre que la décomposition spectrale. Donc, pour
toute valeur propre A;, # 0, on doit avoir

(@180 = iy 0iyis
et donc les états |@;)p sont orthogonaux. On peut les normaliser en définissant

_1
i) = 4, *|&)5. En conséquence
_1
) = Zkﬁi)A ®|Pi)p = Z A % leida ® lyids

qui est la décomposition de Schmidt. En prenant les traces partielles, on obtient
aussi

pa = Trp()D) = ) Alealeila

P = Traly)uh) = > Ay s(iils

Définition. On appelle nombre de Schmidt de 1’état pur |y) le nombre de coefficients
non-nuls 4; dans la décomposition de Schmidt.

Pour un état produit [if) = |¢1) ®|p2), le nombre de Schmidt est égal a 1. Si le nombre
de Schmidt est supérieur ou égal a 2, 1’état est intriqué. Ce nombre est notre premicre
mesure quantitative de la quantité d’intrication dans un systeme bipartite.
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On note que le nombre de Schmidt est un invariant sous les transformations unitaires
locales de la forme U = U ® Ug. En effet

Uy = )" VAUalpda ® Uslyids

et {UA|(p,‘>A}, {U B|90i>3} sont des systémes orthonormés. Ainsi, le nombre de Schmidt
peut changer seulement si les parties A et B interagissent (auquel cas, U # Uy ® Up).

Purification d’'une matrice densité

Nous avons vu que pour un systéme total S U&, si ) € Hs ® Hg, la description réduite
du systeme S est donnée par une matrice densité

ps = Tru (W)WY

Réciproquement, étant donné un systéme S décrit par une matrice densité pg (ce sys-
téme pourrait étre une source de photons dans des états aléatoires comme décrit au début
du chapitre), il est possible de construire un systéme plus grand Hs ® Hg et un état pur
) tel que ps = Try,(l¢){yl. Cette construction n’est pas unique et ne correspond pas
forcément a la préparation physique de S.

Donnons une construction explicite (qui s’avere €tre une technique mathématique
utile) en utilisant la décomposition de Schmidt. Tout d’abord, étant donné pg, on con-
sidere sa décomposition spectrale

ps = Zﬂi|¢i>s<‘ﬁi|s

et on prend pour 1’environnement une copie de Hs si bien que H, = Hs ® Hg avec
Hg isomorphe a H . Chaque vecteur |¢;)s posseéde sa copie |¢;)s et on pose

W) = > Vailes ®leie

Matrice densité pour deux qubits

Nous avons vu comment exprimer la matrice densité pour un qubit a la Section 4.2. Une
représentation similaire peut étre obtenue pour deux qubits. En effet, puisque {IL, XY,z }
forme une base de I’espace vectoriel des matrices hermitiennes 2 X2, le produit tensoriel
de deux copies de cette base forme une base pour 1’espace vectoriel réel des matrices
hermitiennes 4 x 4. En d’autres termes, toute matrice densité pour deux qubits peut
s’exprimer comme

3
1 2 - =2
p=7 ]l®]1+c‘z’-2®]l+]1®b-2+Zt,,mcrn®0'm (4.8)

nm=1
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avec 3 = (01,02,03) = (X, Y,Z) les matrices de Pauli, a, beR3 et (t,m) une matrice
3 % 3 réelle.

Les conditions p = p' et Trp = 1 sont bien satisfaites, car les matrices de Pauli sont
hermitiennes et de trace nulle. Ainsi, p est paramétrisée par 15 parametres réels. 11 faut
encore adjoindre la condition p > 0 (la matrice densité doit &tre semi-définie positive),
qui est moins aisée a exprimer analytiquement. Toujours est-il que 1I’ensemble des ma-
trices densité 4 2 qubits forme un sous-ensemble borné et convexe de R'>. Cet ensemble
est bien plus riche que la simple boule de Bloch dans R3 pour le cas a 1 qubit.

On note par ailleurs que
1

Trpp = 3

L5 02 1 - 2
(L1+a@-%) et Trap= E(]1+b-z)
Le cas particulier d = b=0 correspond a des états réduits complétement aléatoires.
Néanmoins, nous verrons que ce sous-ensemble d’états (a deux qubits) possede une
représentation géométrique riche est intéressante.

Remarque. Les éléments de p sont complexes car Y est imaginaire. De plus, les
matrices de Pauli sont hermitiennes et il suit de la contrainte p = p' que d, b, #,,,, sont
réels. Cette représentation se généralise aisément pour n qubits:

1

= ? Z itis..iy Oiy %9 T, R...Q 0, (49)

(i1,025--05in)
€(0,1,2,3)"

P

ou (09,01,02,03) = (1,X,Y,Z) et t;,;, ;, € R. La contrainte Trp = 1 impose #p9_o = 1
et le nombre total de parametres est 4” — 1. La condition p > 0 restreint I’espace des
matrices densité 2 un sous-ensemble convexe borné de R¥'~!.

Etats séparables et intriqués

La distinction entre états produits et intriqués au niveau des matrices densité est plus
subtile que pour les états purs. A premiére vue, on pourrait définir un état produit comme
une matrice densité p = p4 ® pp mais cela n’est pas naturel, si on pense a un état
de mélange, qui représente une "source". En effet, une source peut émettre des états
"produits" pj; ® pg avec probabilité p;. Cette source est donc décrite par I’état donné par
la combinaison convexe

p=> pipy®p (4.10)

avec 0 < p; < let); p; = 1. Or, les états de la forme (4.10) ne peuvent pas étre mis
sous la forme p4 ® pp, bien que chacun des termes i soit un état produit. Cette grosse
différence par rapport a des états purs fait que la définition "état produit” utilisée pour
ceux-ci n’est pas suffisante. Les états de la forme (4.10) sont donc appelés séparables
(on fait ici une distinction avec le vocabulaire utilisé pour les états purs).
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Un état est dit séparable s’il est de la forme (4.10). Si un état ne peut pas se mettre
sous la forme (4.10), il est dit intriqué.

Cette définition s’applique a tout systeme bipartite et en particulier aux matrices
densités de deux qubits, auquel cas p/, et pi, sont de la forme p/, = %(]l +d - f) et
P =13 (11 + b f) Dans ce cas, en comparant (4.8) et (4.10), on trouve @ = Y; pid',
b=3,pib ettyn =3, piai b’ . On note qu’il est possible d’avoir @ = bh=0etty,, #0.

En général, étant donné une matrice p, il n’est pas évident de décider s’il s’agit d’un
état séparable ou intriqué. Dans le cas particulier de deux qubits Hy ® Hp = C?> ® C?,
un critere dil a Peres donne une condition nécessaire et suffisante aisément vérifiable.
Cette condition s’ appelle Positive Partial Transpose criterion (PPT). Soit p”# 1a matrice
obtenue par transposition partielle du systeme B. Si 1’état est séparable, on a

p" =" piph @p
i

i T . ; . ; . T Lo
N ! l A ! l

ou p," est la matrice p; transposée. Puisque o), > 0, on a aussi p}," > 0. Ainsi, si p

est séparable, alors p”# est aussi une matrice densité et ses valeurs propres doivent étre

positives ou nulles. En d’autres termes, si p’? posséde une ou plusieurs valeurs propres

négatives, alors p ne peut pas étre séparable et est forcément intriquée.

Soit p une matrice densité d’un systeéme bipartite général H = Hy ® Hp. Si la
matrice transposée partielle p7* posséde des valeurs propres négatives, alors p est
intriqué. En particulier, p ne peut pas se mettre sous la forme (4.10).

Ce critere est toujours nécessaire mais il n’est pas suffisant en général. Néanmoins,
remarquablement, on sait qu’il est bien suffisant pour H, ® Hz = C> ® C? et C2 ® C°.
En particulier, pour I’ensemble des matrices densité a deux qubits, le critere de Peres-
Horodecki est nécessaire et suffisant.

Etats Bell-diagonaux et leur géométrie

Le sous-ensemble des matrices densité (4.8) avec @ = b=0 posseéde une caractérisation
géométrique aisée. Notons que cet ensemble correspond a des matrices densité réduites
a 1 qubit completement mixtes et contient donc certainement les états de Bell.

Soit p une matrice densité appartenant a cet ensemble. On peut toujours construire
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une transformation unitaire Uy ® Up telle que (Uy ® U B)p(UZ QU ;) soit de la forme*

1 :
p= 1 ]l®]l+Zt,<0',-®0';
i=1
avec (1,1, ;) € R3. Ces matrices densité forment donc un ensemble convexe de R3.
Pour le déterminer, il faut examiner la condition p > 0.

De plus, on vérifie explicitement que les vecteurs propres et valeurs propres sont
donnés par les états de Bell: p|B;;) = p;j|Bij):
1+t -+t

00)+]11
|Boo) = % avec poo =

01)+10
|Bo1) = % avec pop =

00)—]11
|Bio) = % avec pjo =

01)-110
|Bi1) = % avec py =

On peut donc exprimer p dans la base propre des états de Bell et on obtient la
représentation

1+t1+H—t3
1—t1+t+13

1-t1—-th—t3

1
p= Z pijlBij){Bijl
i,j=0

Dans cette base (orthonormée), la matrice densité est diagonale avec valeurs propres
pij- On note que p est diagonale avec les mémes valeurs propres dans la base (Uy ®
Up)|B;;) qui est aussi une base orthonormée d’états intriqués formés a partir de U, |0),
Uyl|l), Upl|0) et Ug|l). Finalement, on vérifie que Z;’ j=o Pij = 1 et pour obtenir le bon
domaine convexe des (t1, 1, 13) permis, on exprime la condition 0 < p;; < 14,j=0,1.
A partir des expressions ci-dessus, on trouve les conditions

h—th+t3>-1

h+h-t>-1
h—-th-1n<I1
h+h+t3<1

Ces quatre inégalités définissent une région bornée par quatre plans représentés a la
Figure 4.1.

Il s’agit d’un tétraedre (qui est bien convexe). Un point contenu dans le tétra¢dre cor-
respond a un état appelé BDS (pour Bell-diagonal state). Les sommets du tétraédre ne
peuvent pas étre écrits comme des combinaisons convexes non triviales et sont donc les
états purs |B;;), c’est-a-dire les quatre états de Bell. Tous les autres points correspondent
a des états mixtes. Pour les arétes, nous avons des mélanges de deux états de Bell, pour
les quatre faces, des mélanges de trois états de Bell et pour I'intérieur du tétraedre, des

4 Le but de cette transformation est d’appliquer une rotation 2 p de fagon & n’avoir plus que 3 parametres
libres (11, 12, 13) au lieu des 9 paramétres (linéairement dépendants) contenus dans la matrice (¢,,,). Ceci
permet de pouvoir représenter géométriquement p en trois dimensions. Notez que trouver la bonne
transformation Uy ® Up n’est pas forcément facile.
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Figure 4.1 Représentation géométrique des états BDS par un tétracdre. L’ octaédre intérieur
correspond au sous-ensemble des BDS séparables. La ligne rouge correspond aux états de
Werner.

mélanges des quatre états de Bell.

Ce tétracdre contient des états séparables et intriqués. Intuitivement, il est clair que
les états séparables devraient étre proches de 1’origine (¢, 72, 3) = (0,0, 0) et les états in-
triqués proches des quatre sommets. Grace au critere de Peres, il est facile de déterminer
ces régions exactement. En effet, la matrice transposée partielle d’un BDS est

1
plt = Z(]l®]1T+t1 0'1®0'1T+t20'2®0'2T+t30'3®0'3T)

1
ZZ(]1®]I+110'1®0'1—l‘20'2®0'2+t30'3®0'3)

Si (11, 2, 13) est dans le tétragdre, alors p”? forme un ensemble de matrices correspon-
dant a un tétraedre réfléchi autour du plan (¢, 73). Les points du tétraedre réfléchi qui
correspondent & une bonne matrice densité (avec v.p. positives) sont tels que (¢1, =2, #3)
reste dans le tétragdre de départ. Ainsi, les états séparables doivent correspondre a
I’intersection du tétragdre de départ avec le tétracdre réfléchi. Cette intersection cor-
respond a un octaedre contenant I’origine (une région bornée par huit faces) également
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montrée a la Figure 4.1. 1l s’agit de la région
SEP = {(t1,12,13) | 11| + |a] + I13] < 1]

Le complément de cette région correspond aux états intriqués et est donnée par quatre
pyramides disjointes contenant chacune un état de Bell (sommet du tétragdre de départ).

Pour conclure, nous mentionnons encore que la ligne paramétrée par w = —f; =
—1p = —t3 des états dits de Werner joue un rdle spécial dans I’étude des BDS en raison
de la simplicité de ces états. On peut facilement voir que ces états sont une simple
combinaison convexe de 1’état totalement mixte et |By;), c.-a-d.

. 1-w
D= T]l®11+W|Bll><Bll|

Il est facile de calculer 57# et de voir par le critére de Peres que pour 0 < w < %, les
états sont séparables et pour % < w < 1, ils sont intriqués, Le point w = % se trouve sur
une face de I’octaedre.
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Cryptographie Quantique

Une des premieres applications de la MQ a la théorie de I’information quantique est le
protocole inventé par Bennett et Brassard en 1984 pour la distribution d’une clé secrete
entre deux acteurs distants (Alice et Bob). Depuis, d’autres protocoles ont vu le jour
et une nouvelle discipline, "la cryptographie quantique", a émergée. A proprement par-
ler, comme nous le verrons, il ne s’agit pas vraiment de cryptographie, mais plutot de
méthodes de génération de clé secrete commune.

L’idée générale du protocole BB84 est la suivante. Alice envoie une suite de bits clas-
siques - la clé secréte - 2 Bob en utilisant des qubits intermédiaires'. Toute tentative, de
la part d’un troisieme acteur (Eve) d’extraction d’information a propos de la clé néces-
site d’observer les qubits. selon les postulats de la MQ cette observation perturbe 1’état
des qubits. Nous verrons qu’Alice et Bob sont capables de détecter cette perturbation,
et donc la présence d’Eve. Dans un tel cas de figure, la communication est arrétée.

Le sujet est bien plus compliqué que le traitement exposé dans ce chapitre. En réal-
ité, le canal de communication (la fibre optique) est bruité et il n’est pas évident de
distinguer les perturbations d’Eve de celles associées au bruit. D’autre part, les opéra-
tions d’Alice et Bob ne sont pas parfaites, au niveau de la préparation des états ainsi
qu’au niveau de leurs mesures. La preuve mathématique de la sécurité du protocole de
BB84 repose sur des hypotheses qui peuvent en pratique étre violées. Néanmoins, si
I’on accepte certaines hypotheses, on peut démontrer la sécurité du protocole. Une telle
preuve est hautement non triviale et dépasse largement le cadre de ce cours. Nous dis-
cuterons néanmoins deux attaques simplifiées de la part d’Eve, ce qui sera suffisant pour
comprendre pourquoi les principes de la MQ assurent la sécurité de la clé.

La cryptographie quantique n’est pas seulement une idée théorique, c’est également
un sujet véritablement expérimental. La génération de clé secréte commune a été réal-
isée dans les laboratoires (d’abord chez IBM en 1989, sur une distance de 32 cm!) et plus
tard a I’extérieur des laboratoires sur des distances de quelques dizaines a des centaines
de kilometres (Geneve, Los Alamos ...). Aujourd’hui, il existe des sociétés proposant
des systémes commerciaux”. Des implémentations récentes permettent la génération de
clés secretes communes sur des distances de 100 km (resp. 250 km) a un taux de de 6000
(resp. 15) bits par seconde. Celles-ci exigent une connaissance approfondie de I’optique
et ne seront pas discutées ici. Récemment, ces systemes ont été violés en exploitant les

! Tci nous pouvons penser au qubit associé 2 la polarisation du photon; bien qu’en pratique le protocole est
implémenté avec des degrés de libertés associ€s a la phase des photons.
2 1dQuantique



Cryptographie Quantique

limites physiques des photo-détecteurs du c6té de Bob. En illuminant un photodétecteur
de fagon appropriée, celui-ci fonctionne alors en mode classique et les avantages liés a
la MQ sont perdus.

La génération des clés selon BB84

Le protocole comporte quatre phases essentielles: la procédure d’encodage d’Alice, la

procédure de décodage de Bob, une communication publique entre les deux parties, et
enfin la génération de la clé secréte commune. La Figure 5.1 illustre le set-up général.

N %
ALICE travelling Qbits — BOB @
@ ] in optic fiber

and his analysers
and
and her polarizers

photodetector

Figure 5.1 Alice et Bob génerent une clé secrete sur le canal d’une fibre optique

Procédure de codage d’Alice. Elle génere une suite binaire aléatoire xp, ..., x,, X; €
{0, 1} qu’elle garde secrete. La clé commune sera un sous-ensemble de ces bits. Elle
génere également une deuxieme suite binaire aléatoire ey, ..., ey, ¢; € {0, 1} qu’elle garde
secrete pour 'instant. Alice encode les bits classiques x; en qubits comme suit:

e Pour ¢; = 0 elle génere un qubit dans 1’état |x;). Concretement, elle prépare les
photons avec un polariseur dans la base Z (Figure 18.2).
{l0), 11}

Pour x; = 0 (resp. x; = 1) le polariseur est orienté horizontalement (resp. verticale-
ment). Ainsi les photons sont préparés dans 1’état de polarisation |0) (resp. |1)).
Un seul photon est ensuite sélectionné dans le faisceau sortant (ce qui bien-siir est
une idéalisation).

Figure 5.2 Orientations des polariseurs pour la préparation des photons dans la base Z.
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e Pour ¢; = 1, elle génere un qubit dans I’état H |x;)3. Concretement, cela peut se faire
en envoyant des photons a travers un polariseur dans la base X (Figure 18.3)

1 1
—(0 1)), —
{\5(|>+|>) N

ce qui les prépare dans un état de polarisation %(IO) + (1)) (resp. \/%(IO) +|1)).

&)

Figure 5.3 Orientations du polariseur pour la préparation des photons dans la base X.

10y - |1>)}

En résumé, Alice envoie une chaine de qubits |A,, ,,) = H|x;),i = 1,..., N par un canal
(dans la pratique, une fibre optique).

Procédure de décodage de Bob . Bob génére une suite binaire aléatoire dy, ...,d, ,
d; € {0, 1} qu’il garde secrete pour 'instant . 11 décode les qubits recus d’Alice comme
suit:

e Sid; = 0il effectue une mesure des qubits recus |A,, ,,) dans la base Z

{10, 11y}.

L’état photon apres la mesure

yi) € {l0), 11)}.

est enregistré dans des bits classiques y;. Pour ce faire, concrétement, il utilise
I’ appareil de mesure analyseur-détecteur (Figure 5.4) décrit dans le Chapitre 2:
I’analyseur est placé horizontalement; si le détecteur clique, cela signifie que
I’état des photons est projeté sur |0); et si le détecteur ne clique pas, cela sig-
nifie que I’état photon est projeté sur |1). Nous soulignons que, selon le postulat
de la mesure, ces résultats sont vraiment aléatoire . C’est uniquement Bob qui les
connait.

Figure 5.4 Dispositif analyseur-détecteur pour la mesure de la polarisation dans la base Z.

3 Jci H est la matrice de Hadamard (i _11)
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e Sid; =1, il effectue une mesure des qubits regus |A,, ;) dans la base X.

1 1
——(0) + |1}, —
{x/i(|>+|>\/§

L’état du photon apres la mesure appartient a

(10) - Il)}.

1 1
—(0 1)), —
\/§(|>+|>) N

Pour un état H|y;) , Bob enregistre le bit classique y; .

Hly;) € { 10y - |1>)}

Pour ce faire, concretement, il utilise 1’appareil analyseur-détecteur décrit dans
le Chapitre 2: I’analyseur est tourné vers la droite (Figure 5.5) a 45 degrés; si le
détecteur clique, cela signifie I’état des photons est projeté sur 1’état H|0); tandis
que si le détecteur ne clique pas cela signifie que 1’état photon est projeté sur H|1).
Nous soulignons a nouveau que, selon le postulat de la mesure, ces résultats sont
vraiment aléatoire. Seul Bob les connait.

Figure 5.5 Dispositif analyseur-détecteur pour la mesure de la polarisation dans la base X.

En résumé, Bob a décodé les qubits envoyés par Alice, en une suite binaire classique
Y1, .., Yn - Cette suite est le résultat des mesures de Bob et ne peut €tre prédite.

Communication Publique. Alice posséde a sa disposition deux suites binaires: e, ..., ey
utilisée pour encoder; et xy, ..., xy qui est mappée sur les qubits. Bob aussi posseéde deux
suites binaires: d, ..., dy pour choisir une base de mesure et yy, ..., yy qui sont les résul-
tats des mesures.

Alice et Bob communiquent ey, ..., ey et dj, ...,dy sur un canal public classique, et
gardent les deux suites xp,...,xy et yi,...,yy secretes. Il importe que la communica-
tion publique ne commence qu’apres la phase de mesures de Bob. Alice et Bob peu-
vent déduire les informations suivantes (en fait quiconque entendant la communication
publique peut déduire ces informations):

e Sid, = e;, c.-a-d. s’ils ont utilisé la méme base, alors certainement y; = x; (on
peut s’en convaincre avec quelques exemples; en fait si Bob et Alice ont utilisé la
méme base, c’est comme s’ils vivaient dans un monde classique).

e Sid; # e;, c.-a-d. s’ils n’ont pas utilisé la m&me base, de véritables effets quantiques
entrent en jeu quand Bob fait la mesure. Selon le postulat de la mesure y; # x;
avec probabilité % et y; = x; avec probabilité % Prouvons-le. Bob recoit le qubit

IAK,',X,’> = He’. |xl>
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et mesure dans la base
{HY10), H|1)}.

Le résultat sera un des deux vecteurs de base:
‘ ‘ 2
H%\0), avec proba [(O|H% H*|x;)|

ou bien
H% 1y,  avec proba [(1[HH|x;)| .

Le lecteur peut vérifier que si ¢; # d; les deux probabilités correspondantes sont
égales a % (et si e; = d; elles valent O ou 1).

Génération de la clé commune. Bob et Alice effacent tous les bits x; et y; correspondant
aitel que e; # d;. lls gardent les bits x; et y; restants indexés par i tels que e; = d;.
Ils sont assurés que ces deux suites de bits sont identiques x; = y;, donc cela peut
potentiellement constituer la clé secrete commune. La longueur de cette sous-suite est
proche de %, car P [e; # d;] = % Enfin, Alice et Bob effectuent un test de sécurité:
selon la mécanique quantique, on doit avoir*

P [xi =yilei =di] =1

Alice et Bob testent cette condition en échangeant une petite fraction (disons e%) de
la sous-suite commune sur le canal public. Si le test réussi, ils gardent le reste de sous
suite commune: ils ont réussi a générer une clé secréte commune de longueur (1 — e)%.

Attaques de la part d’Eve - discussion simplifiée

Nous supposons qu’Alice a une source de photon unique parfait, que la préparation
des qubits est parfaite, qu’il n’y a pas de bruit et que les appareils de mesure de Bob
sont parfaits. Dans ces conditions, lorsque Eve est absente, le critere de sécurité absolue
P [x; = yile; = d;] = 1 est satisfait.

En outre, nous supposons qu’Eve peut seulement attaquer en effectuant des opéra-
tions sur un qubit a la fois, sur les photons capturés le long de la fibre optique et qu’elle
n’a pas acces aux laboratoires d’ Alice et Bob. Nous supposons néanmoins qu’Eve a une
connaissance parfaite des orientations X et Z des polariseurs et analyseurs d’Alice et
Bob (mais pas des choix aléatoires successifs).

Nous considérons deux attaques possibles: "l’attaque basée sur une mesure" et
"I’attaque basée sur des opérations unitaires". Les deux attaques se composent de deux
étapes. Premierement, Eve capture un photon, fait une mesure ou applique une opération
unitaire, puis transmet le photon a Bob, ou alors lui transmet un autre photon (Figure
5.6). Nous allons voir que les postulats de base de QM impliquent que le critére de sécu-
rité est violé. Lorsque Alice et Bob constatent cette violation, ils découvrent la présence
d’Eve et interrompent la communication.

4 Sans bruit et sans la présence d’Eve.
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Eve has a copy of Bob and Alice labs

capture and (process) photon|
measure in =
X or Z basis and forward
Alice Bob
capture and (process) photon|
copy with — and forward
Ux or Uz

Figure 5.6 Laboratoire d’interception de photons d’Eve sur le chemin de la fibre optique

Attaque de type mesure. Supposons qu’Eve capture un photon dans la fibre optique.
Le photon capturé est dans ’un des états

Ae..x.) € {10),11), HI0), H|1)}

Eve effectue une mesure. Si elle utilise la base Z le résultat appartient a {|0), |1)} et elle
enregistre un bit yf € {0, 1}. Si elle utilise la base X son résultat est dans {H|0), H|1)}
et elle enregistre le bit correspondant yf € {0, 1}. Une fois qu’elle a terminé 1la mesure,
elle envoie le photon 4 Bob dans le nouvel état laissé par la mesure’. Deux possibilités
peuvent se présenter:

e Eve a utilisé la méme base qu’Alice: alors yl.E = x; et le photon est recu par Bob dans
I’état correct.

e Eve a utilisé une base différente qu’Alice: alors y* = x; seulement la moitié du
temps, et elle envoie a Bob le photon dans un état "correct” seulement la moitié
du temps.

Voyons ce qu’Alice et Bob trouvent quand ils effectuent le test de sécurité. On note EA
pour I’évenement "Eve utilise la méme base que Alice".

P [x; = yile; = d;] = P [x; = yile; = d;, EA]IP [EA]
+ P [x; = yile; = d;, not EA]P [not EA]

=1-IP[EA]+%‘(1—]P[EA])
= %(1 + P [EA])
ol nous avons utilisé
P [x; = yile; = di, EA] = 1, P [x; = yile; = di,not EA] = % (5.1)
En supposant qu’Eve n’a aucune information sur les choix de base d’ Alice, nous prenons

3 Elle pourrait aussi envoyer un autre photon dans cet état ou un autre état, mais cela ne peut pas améliorer
sa performance.
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P [EA] = 1. Alors
:[P [xi = yile,- = d,] = —.
4
Alice et Bob savent qu’un quart des bits ne sont pas corrects méme quand ils ont utilisés
la méme base: ils concluent qu’un espion est a 1’uvre!

Attaque unitaire. Avec I’attaque précédente, lorsque Eve fait une mesure, elle n’a au-
cune information sur la base qu’Alice a choisie. Une solution possible serait de copier
les qubits |A,, ,,) et laisser le photon dans 1’état original arriver a Bob. La copie pourra
étre utilisée par Eve (du moins, le croit-elle) apres la phase de communication publique.
Quand Alice et Bob entrent dans la phase de communication publique, Eve connait les
choix de base de Bob. Donc pour i tel que e; = d; elle obtient les mémes résultats que
Bob yf =y; = x;. Elle partage donc le secret d’Alice et Bob.

Toutefois, il y a une erreur dans le raisonnement ci-dessus. Le théoréme de non-
clonage (Section 3.4) (qui est une conséquence du postulat de 1’évolution unitaire)
garanti qu’il n’existe pas de machine (unitaire) telle que

U(lAc,.x,) ® [blank)) = A, x) ® |Ac, x,)

Le point important est que |A,, ,,) appartient a

1 1
0, 1,_0 1’_
{I) 1) \/§(|>+|>) N

qui est un ensemble d’états non-orthogonaux! (A et B ont bien travaillé leur MQ).

Eve pourrait essayer d’utiliser deux machines de copie: une pour la copie des deux
états de la base Z et une autre pour la copie des deux états de la base X. Mais cette
fois, elle n’a aucun moyen de savoir laquelle des deux utiliser quand un photon est
capturé. Elle utilisera la mauvaise machine la moitié du temps. Une analyse similaire a
la précédente montre qu’a nouveau

10y - |1>)}

P [xi = yilei = di] = R

Le critere de sécurité est violé: le quart des bits communs sont corrompus.

Le protocole de Bennet 1992

Dans BB84, Alice prépare les photons dans 4 états possibles. En fait, 1’analyse précé-
dente montre que le point important est que ces états ne sont pas deux a deux tous
orthogonaux. Bennet inventa en 1992 un protocole qui utilise uniquement deux états
non-orthogonaux: |0) et H|0) = %(IO) + |1)). Ce protocole ainsi qu’une analyse détail-
1ée de sa sécurité est I’objet d’un exercice.
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Dans ce chapitre, nous étudions la nature des corrélations présentes dans les états "in-
triqués". Ce sont de véritables corrélations de type quantique intrinsequement présentes
dans des systemes quantiques a plusieurs qubits. Ces corrélations n’ont pas d’équivalent
classique, en d’autres termes, elles ne peuvent pas étre décrites par des distributions de
probabilité classiques. On utilise le terme intrication pour désigner ce type spécial de
corrélations dont la nature est purement quantique.

Tout d’abord, nous allons discuter le prototype des états intriqués pour deux qubits:
les états de Bell (Section 6.1). Nous abordons ensuite le sujet des inégalités de Bell'
(Section 6.2). Ces inégalités, qui furent d’abord proposées par John Bell (~ 1964), don-
nent un critere d’intrication qui peut étre vérifié expérimentalement. Ces expériences,
qui furent réalisées en premier par Aspect et Grangier, puis dans divers autres contextes,
confirment les prédications théoriques de la MQ.

L’intrication est une ressource importante dans le traitement quantique de I’information.
Elle joue un réle important dans plusieurs protocoles importants pour la communication
quantique. Ici nous décrirons deux applications, sous leur forme la plus simple possi-
ble: la réléportation (Section 6.3) et le codage superdense (Section 6.4). L’intrication a
aussi été utilisée dans des protocoles de cryptographie quantique (Ekert 1991). Toutes
ces applications ont été réalisées expérimentalement. L’intrication joue aussi un rdle
important dans le calcul quantique que nous aborderons plus tard dans le cours.

Etats de Bell

Le prototype des états intriqués est constitué des états de Bell. Ceux-ci forment une base
orthonormée de C? ® C? qui est un espace a 4 dimensions. Les 4 états de Bell sont

1
|Boo) = %(|00> +11)) = U100)
[Bory = —=(I01) + [10)) = Ulo1)
V2

1
Byo) = —(|00) — [11)) = U|10
|B1o) \5(| y=|11)) = U|10)

! Nous allons en fait discuter une version plus transparente due a Clauser, Horne, Shimony, Holt (CHSH).
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1
By = —(|01) — |10)) = U|11
1B11) \/E(I Y= 110)) = UL1)

Ici U est une matrice unitaire 4 X4 qui peut facilement étre construite. Dans ces états, les
deux qubits sont en quelque sorte corrélés: en effet, dans I’état |By), les deux degrés de
libertés de polarisation des deux photons sont paralleles, ou bien les deux états de spin
sont paralleles. En fait, il serait faux de penser que la direction (des deux spins p.ex) est
up-up ou down-down. En effet, le lecteur peut vérifier que
1 1

V2 V2
ol |y) = cosy|0) + siny|1). Ainsi les degrés de libertés ne pointent pas dans des direc-
tions précises. Néanmoins, les directions des deux degrés de liberté sont corrélées.

Une paire de photons ou une paire de moments magnétiques (spins) peut &tre préparée
dans un état de Bell. Pour cela, il faut amener les deux degrés de liberté suffisamment
prés I'un de I’autre dans I’espace et les faire interagir. Si ’interaction est appropriée,
une corrélation est induite. La paire de particules peut ensuite étre spatialement séparée.
Si les particules ne sont pas affectées par leur environnement, la corrélation des degrés
de liberté de polarisation ou de spin est préservée.

Comme nous allons le voir dans ce chapitre, les corrélations dont nous parlons n’ont
pas d’analogue classique. On utilise le terme "intrication" pour désigner ce type spé-
cial de corrélations. Les paires dans les états de Bell sont aussi appelées "paires EPR"
car Einstein, Podolski et Rosen (ainsi que Schrodinger) furent parmi les premiers a at-
tirer I”attention sur certaines propriétés en apparence paradoxales de ces états (pour les
degrés de liberté de position et d’impulsion en fait).

Pour nous familiariser avec la subtilité de ces états, nous commengons par discuter
des scénarios de mesures possibles. Nous supposons qu’une source produit des paires
de photons EPR, qu’Alice a capturé un photon dans son laboratoire, et que Bob a cap-
turé I’autre photon dans son laboratoire (Figure 6.1). Quelle que soit la distance entre les
deux laboratoires, les photons (leur polarisation) restent intriqués dans 1’état |By). Re-
gardons le résultat de plusieurs mesures simples qu’Alice et Bob pourrait faire, chacun
dans leur propre laboratoire. Dans ce paragraphe, nous supposons qu’ils ne peuvent pas
communiquer entre eux les résultats de ces mesures . Nous examinons trois situations
précises ou: Alice mesure avant / Bob mesure apres; Bob mesure avant / Alice mesure
apres; Alice et Bob mesurent simultanément.

1Boo) = —=(100) + 1)) = —(Iy») + lyoy.)) (6.1)

o Alice mesure avant et Bob apres. L’appareil de mesure d’Alice est formé par les
projecteurs {la)a|®1, |a, Y@ |®1}. Selon le postulat de la mesure, 1’état de Bell
est projeté sur I’un des états

1 1
la){a| ® 1|Byy) = —l|aa) — |a) ® |a) avec proba —
V2 2

1 1
|, i | ® 1|Byo) = %IQLQL> = o) ®lay) avec proba 3
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BOB

ALICE

Figure 6.1 Alice et Bob partagent une paire intriquée.

Par conséquent, Alice observe son photon dans 1’état |a) ou |, ) avec proba-
bilité¢ 1/2 (Bob, de son c6té, ne sait rien, et ne sait méme pas qu’Alice a effectué
une mesure!). Pour effectuer sa mesure, Bob choisi une base {|8),|8.)}. Si son
photon est dans 1’état |a) avant la mesure, celui-ci est projeté sur |3) avec prob-
abilité cos?(a — B) ou |3, ) avec probabilité sin*(@ — ). De méme, si son photon
est dans I’état |, ), il obtient le méme résultat avec cos? et sin” interchangés. Le
fait que Bob ne connaisse pas 1’état initial de son photon, ou qu’il ne sache méme
pas si Alice a déja mesuré, ne devrait pas vous déranger : le point est qu’il fait
une expérience spécifique (mesure dans la base |3), |5, )) et trouve un résultat net.
Le résultat net dans le laboratoire de Bob est: le photon est dans I’état |3) avec
probabilité % ou |3, ) avec probabilité % .

o Bob mesure d’abord et Alice apreés. La méme discussion montre que, si Bob effectue
des mesures en premier (dans la base |8), |3, )), pendant qu’Alice dort, puis Alice
mesure apres (dans la base |a), |a, )), le résultat net de chacune des parties est le
méme que précédemment.

e Bob et Alice mesurent simultanément. Vous pensez peut-étre (?) que les résultats
sont différents si les deux parties effectuent des mesures simultanées. Essayons.
Supposons qu’Alice et Bob effectuent des mesures simultanées dans la base

{laBy; laBL); la . By;la Bi)}
L’état de Bell

1 1
B - = OO 11 = — 1YL
|Boo) \/§(| )+ 111)) \5(|77>+|7 Y1)

va étre projeté sur I’'un des quatre états de base. Donc, Alice sera en possession
d’un photon dans 1’état |a) ou |a ) et Bob en possession d’un photon dans I’état
|8) ou |B.). La situation est exactement la méme que précédemment! Il est tres
instructif de calculer les probabilités des états projetés respectifs. Alice constate
que la probabilité de ses résultats |a) (resp. |a, )) valent

% cos®(a — f) + % sin*(a - B) = %

La méme chose vaut pour Bob. Par conséquent, les conclusions qu’Alice et Bob
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déduisent de leurs mesures simultanées sont les mémes que dans les cas non-
simultanés ci-dessus. En fait, 1’ordre des mesures importe peu.

Résumons la situation. Lorsque Alice et/ou Bob effectuent des mesures locales suc-
cessives ou simultanées sur leurs photons, quel que soit leur choix de base, ils trouvent
le photon dans 1’un des deux états de la base choisie avec une probabilité % En d’autres
termes, I’entropie de la distribution de probabilité de leurs résultats locaux est maxi-
male (elle est égale a In2 =1 bit). Alice et Bob déduisent que leur photon est dans un
état "maximalement désordonné". Ceci est remarquable. En fait, s’ils ne savent pas que
la source a produit une paire intriquée, ou si personne ne leur dit que les deux photons
sont intriqués, et qu’ils n’ont aucun moyen de communiquer leurs mesures, ils n’ont
aucun moyen de détecter I’intrication. Comme nous le verrons, la situation est encore
plus subtile. Alice et Bob peuvent affirmer que leurs photons sont intriqués s’ils sont
autorisés a communiquer. Par communiquer, nous entendons la transmission d’un mes-
sage classique. Il semble donc que nous n’ayons aucun moyen de savoir si nous sommes
intriqués avec des extraterrestres lointains dans ’univers en faisant uniquement des ex-
périences locales dans notre partie de I’univers. Pour le savoir, il faudrait communiquer
avec eux.

Inégalités de Bell

Nous avons vu que s’il n’y a pas de communication entre Alice et Bob, ils ne peuvent
pas déduire que les photons sont dans un état intriqué. Chacun de son c6té peut seule-
ment déduire des mesures locales que 1’état de son photon est hautement désordonné.
Dans cette section, nous allons voir qu’en communiquant les résultats des mesures entre
eux, Alice et Bob peuvent détecter I’intrication.

Les idées décrites ici ont été initiées par John Bell (1964), et motivée par un célebre
papier d’Einstein-Podolsky-Rosen (1935). Ces derniers affirmaient que les états in-
triqués ne constituent pas une "description complete" du systeme des deux particules
et pensaient qu’il devait exister une théorie de “’type classique” qui donne la description
complete du systeme. L’ approche de Bell donne un critere expérimental pour décider si
les corrélations d’une paire EPR peut étre décrite ou ne peut pas étre décrite par une
théorie classique . 1'idée générale est la suivante: si une paire de photons est décrite par
une théorie classique, alors certaines fonctions de corrélation appropriées des mesures
d’ Alice et Bob doivent satisfaire a des contraintes tres particulieres. Ces contraintes sont
violées si la paire satisfait aux lois de la MQ. L’approche de Bell est capable de discrim-
iner entre un vaste ensemble de théories classiques et la MQ. Les expériences fameuses
d’ Aspect-Grangier-Roger ont montré que la MQ gagne !

Le protocole expérimental. Une source S produit, a chaque instant n, une paire de
photons. Un photon vole vers le laboratoire d’ Alice et I’autre vers le laboratoire de Bob.
Dans chaque laboratoire, nos deux protagonistes fonctionnent de facon indépendante:
les deux laboratoires sont distants, ne communiquent pas, et ne se soucient pas ce que
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I’autre fait. De plus, chaque laboratoire possede deux bases de mesures différentes (Fig-
ure 6.2).

ALICE

o D ®

Figure 6.2 Protocole expérimental mis en place.

e A chaque instant n, Alice utilise au hasard les analyseurs (Bob ne connait pas les
choix d’Alice)

{la), la.)} ou {la’), o)}

pour mesurer la polarisation de son photon. Quand elle enregistre un clic dans le
détecteur, elle définit @, = +1 ou a;, = +1. Lorsque le détecteur ne clique pas, elle
enregistre a, = —1 oua), = —1.

e A chaque instant z, Bob utilise au hasard les analyseurs (Alice ne connait pas les
choix de Bob)

1B 18} ou {8,181}

pour mesurer la polarisation de son photon. Quand il enregistre un clic dans le
détecteur, il enregistre b, = +1 ou b;, = 1. Lorsque le détecteur ne clique pas, il
enregistre b, = -1 ou b;, = —

o Une fois les mesures terminées Alice et Bob passent a une phase de communication
classique. Par exemple, ils se rencontrent ou se téléphonent (ou bien tweetent
des messages) et discutent de leurs mesures. Ils classent les résultats selon les
quatre configurations expérimentales. A chaque instant temps n, les arrangements
possibles des analyseurs étaient

l=(a.p); 2=(.p); 3=(P); 4=(B)
Pour chaque arrangement, ils calculent les moyennes empiriques suivantes

]\2 Zanl ny» N Zanz ny’ 13 Za,,%bnp 1\%2 :14bl/14
np ng

n
Ensuite, ils calculent la fonction de corrélation suivante

Xexp = 1\1,1 Zanlbn, +N Zanz N Za by, + — Z:amb;4

ny ny nyg
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Pour calculer cette corrélation, Alice et Bob doivent communiquer pour échanger
les variables a et b.

Prédiction des "théories classiques''. Nous supposons que les quantités qu’Alice et
Bob mesurent correspondent a des observables A, A’, B, B’ qui prennent simultanément
des valeurs précises a, a’, b, b’, indépendamment de la mesure. De facon analogue, une
particule classique posséde une certaine position et vitesse, toutes deux bien définies
(ici analogue a a et @’ ) indépendamment de 1’observation (ou mesure). C’est une hy-
pothese habituelle de la physique classique. En outre, nous supposons que les résultats
d’Alice et Bob peuvent étre modélisés par une distribution de probabilité jointe”

Pla,d’,b,b']
La prédiction théorique correspondant a chague moyenne empirique ci-dessus est
El[abl.E[ab'],E[a'b],IE[a' V]
La linéarité de I’espérance implique
Xineorique = E [ab] + E[ab’] - E[a'b] + E [a'D']
=E[ab+ab’ —d'b+db']
Remarquez maintenant que
ab+ab —adb+db =ab+b)+d " -b)
et que
ab+b)+d (b —b)==%2

En effet, si b = b, alors seul le premier terme survit et vaut +2, tandis que si b # b’
seulement le second terme survit et vaut aussi +2. La moyenne est forcément comprise
dans I'intervalle [-2, +2], et ainsi nous avons pour la prédiction des théories classiques

-2< theorique <2

C’estI’'une des inégalités "de type Bell" obtenue par Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH).

Afin d’obtenir ce résultat, nous avons supposé I’existence d’une distribution con-
jointe IP [a,a’, b, b'] pour des valeurs des observables A, A’, B et B’ (c’est ce qui permet
d’écrire Xiheorique cOmme la valeur moyenne d’une quantité comprise dans [-2, +2]). En
fait, cette hypothese n’est pas évidente a priori. Du point de vue expérimental, lorsque
Alice et Bob se rencontrent, ils peuvent construire quatre histogrammes qui correspon-
dent aux quatre arrangements possibles des analyseurs. Ces histogrammes correspon-
dent a quatre distributions de probabilité:

Py [a,bl, P2 [d’,b], P3la,b'], Ps[a’, D]

2 Cette seconde hypothése sera justifiée ci-dessous. Elle suit d’une hypothése de localité des résultats de
mesure. Elle englobe un vaste ensemble de théories classiques possibles, déterministes ou non.
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Il n’est a priori pas évident que ces 4 distributions soient les marginales d’une distri-
bution commune P [a, a’, b, b’]. Nous allons voir que pour une théorie classique locale
cela doit effectivement étre le cas.

Admettons que les lois de la physique soient "locales". Nous entendons par 1a que
lorsque Alice (resp. Bob) effectuent ses mesures, les résultats d’Alice (resp. Bob) ne
dépendent que de son propre choix local des analyseurs. C’est dire qu’étant donné un
état du systeme décrit par un ensemble de variables classiques A (appelées parfois vari-
ables cachées), les résultats des expériences d’Alice et Bob doivent étre indépendantes.
Elles sont modélisées par des distributions dépendant uniquement de la configuration
locale des analyseurs et de I’état du systeme:

py[(a|a,/l), Pﬂ(a,m,s/l)’ pﬂ(bws /l)’ pB(b’wl9/l)

Alors pour les choix a, @, 8, §’ fixes, les histogrammes d’ Alice et Bob sont donnés par

P, [a,b] = f A () pa(ala, Dps(biB, D)
P, [, b] = f A B paaler, Dps®' 1B D)
P3[a,b'] = fd/l hDpa(d'la’; Hpsd|B, 1)

Pyld’.b'] = f da (D) palala, )ps(b|B, 1)

Ce sont les marginales d’une distribution de probabilité jointe

Petassique [a, @', b, '] = f dA h(Dpalale, Hpad'le’; HpsbIB, Hpsb'|B’; 1)

Remarquez que ce formalisme englobe les théories déterministes aussi. En effet, dans
les distributions ci-dessus, &, pg et pg pourraient étre des distributions de Dirac.

Prédiction de la MQ pour un Etat de Bell. Tout d’abord nous remarquons que selon
le formalisme quantique, les mesures d’Alice et Bob sont des mesures des 4 observables
(matrices hermitiennes)

A = (+Dla)al + (=DlaXa,] A" = (+Dla' W' + (=D’ X |
et
B = (+D)I|BXB| + (=DI|BL)}B.I B = (+D|B)B'| + (=B ){B.|

A chaque instant 7, I’état de la paire de photons est décrit par certains ket [¥) € C2®C2.
La prédiction de la mécanique quantique pour les quatre moyennes empiriques d’Alice
et Bob est

(P|A ® B|¥),(VIA ® B'|P), (¥|A’ @ B|¥), (P|A’ ® B'|¥)
Pour la fonction de corrélation

Xuo = (YIA® BlY) + (Y|A® B'|¥) — (Y|A’ ® B|Y) + (P|A’ @ B'|¥)
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Maintenant, nous calculons cette quantité pour 1’état de Bell
[¥) = |Boo)

La premiere moyenne est calculée en exprimant 1’état de Bell comme % (laa)+|a a,)).

1 1
{(Byo|A ® B|Byy) = §<C¥01|A ® Blaa) + §<alaL|A ® Bla,a,)
1 1
+ §<QG|A ®Bla,a,) + §<0QCM|A ® Blaa)

1 1
= §<alA|a><alBIa> + §<allAIaL><alIBlaL>

1

1
=5 1 (Kelg)? = KalB.)I?) + 5 - (=D (KewlB)® ~ Keru L)1)

1 1
= 3 (cosz(a -B) - sinz(a —,8)) -3 (sinz(a -B) - cosz(a —ﬁ))
= cos>(a — B) — sin’(@ — B) = cos 2(a — B)
Effectuant des calculs similaires pour les autres moyennes, nous trouvons
Xumg = cos2(a — B) + cos2(a — ') —cos2(a’ — ) + cos2(a’ — ')

Cette quantité est maximisée pour le choix suivant des angles (et toutes les rotations
globales de ce choix, Figure 6.3):

b n n

a=0, a/=_4_1’ﬂ=§’ ,3/=—§
b = pil8
a=0

b’ = —pil

a' = - pil4

Figure 6.3 Choix optimal de I’orientation des analyseurs.

et cette quantité maximale est égale a

big big 3n n
XMQ:COSZ+COSZ_COSZ+COSZ =2V2

Nous constatons que 1’inégalité CHSH est violée car 2V2 > 2! Pour les trois autres
états Bell on trouve le méme résultat.
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En fait, la MQ prédit que les quatre histogrammes de Bob et Alice sont

P, [a,b] = i(l +abcos 2(a - fB))
Py [d,b] = i(l + ab’ cos2(a — B))
P3[a,b'] = zl;(] +a'bcos2(a’ - B))

1
Py [d'.b'] = 71+ 't cos2(a” - B)

Par exemple: P, [+1, 1] = &', |Boo)l 2= }‘(l —cos2(a — fB)). Il y a des choix parti-
culiers des angles a, 3, @'’ pour lesquels ces histogrammes ne sont pas les marginales
d’une distribution commune P [a, b, a’, b")]. En effet, si ¢’était le cas nous aurions di
trouver —2 < X < 2. Ainsi les corrélations présentes dans les résultats de mesures ne
peuvent pas étre décrites par une distribution de probabilité classique. Elles sont décrite
par I’état intriqué de Bell!

Remarque. On dit souvent que les états intriqués possedent des "corrélation non-
locales" car les deux photons peuvent étre séparés d’une distance arbitraire, bien que
I’inégalité de Bell soit violée (c.-a-d. X = 2 V2 > 2). Néanmoins, toutes les interactions
connues sont locales au sens ou les forces décroissent avec la distance et les mesures
faites dans les laboratoires sont locales. Il faut donc faire attention lorsque 1’on manipule
les termes "local" et "non-local" en physique quantique. Les états intriqués possedent
des corrélations non-locales mais les interactions sont locales. De plus, on ne peut pas
mettre en évidence ’intrication en faisant uniquement des opérations locales.

Expériences. Aspect-Grangier-Roger ont montré dans les années 1980 que 1’expérience
est en accord avec la MQ et non pas avec les théories classiques. Ces expériences nous
forcent a abandonner la description classique. Une des difficultés expérimentales est de
faire tourner les analyseurs d’ Alice et Bob suffisamment rapidement pour que les événe-
ments de mesure soient séparés par un intervalle de temps plus court que le temps que
mettrait la lumiére pour parcourir la distance séparant Alice et Bob. Sinon, on pourrait
argumenter qu’une certaine forme de communication classique ou interaction conspire
pour établir les corrélations non-locales pendant la mesure.

La téléportation quantique

Supposons qu’Alice et Bob soient séparés dans 1’espace et qu’Alice posséde un qubit
dans I’état

@) = l0) +BI1)  lal® +|81° =1
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L’état (c.-a-d. @ et §) n’est pas nécessairement connu pour Alice et n’est pas connu pour
Bob. IIs partagent également une paire intriquée

1
Byo) = —(100) + |11
|Boo) \/§(| )+ I11))

et ont aussi a leur disposition un canal de communication classique.

Nous allons expliquer que par I’envoi de seulement deux bits classiques d’information
sur le canal classique, Alice peut téléporter I’état de son qubit vers Bob. Ici, télépor-
tation signifie que |®) est détruit dans le laboratoire d’Alice et est reconstruit dans
le laboratoire de Bob. Notez que la destruction de |®) dans le laboratoire d’Alice est
nécessaire a cause du théoreme de non-clonage (Section 3.4). Apres le processus de
téléportation, Bob sait qu’il possede I’ état |®@), mais ne connait toujours pas I’état lui-
méme (c’est-a-dire qu’il ne connait pas @ et §). Nous soulignons que le processus de
téléportation nécessite un transport physique d’information classique (stockée dans de
la matiere) dans la phase de communication classique entre Alice et Bob. Bien entendu,
cette phase de communication classique ne peut pas se produire a une vitesse supérieure
a celle de la lumiere, de sorte que I’ensemble du processus de téléportation ne viole pas
les principes de la relativité. Nous notons également que le support matériel de 1’état | D)
(par exemple, la polarisation du photon, le spin de I’électron, les degrés de liberté atom-
iques ou moléculaires) n’est pas nécessairement le méme dans les laboratoires d’Alice
et de Bob.

On résume parfois la téléportation par la "loi" suivante

Téléporter 1 Qubit = Communiquer 2 Cbits + Partager 1 paire EPR

La téléportation peut étre considérée comme une forme de communication entre Alice et
Bob qui partagent un canal classique et un "canal constitué de paires intriquées” (canal
EPR).

Le protocole.

e Une source produit une paire EPR de particules dans 1’état de Bell |Byp),3. La par-
ticule, appelée "particule 2" est envoyée a Alice et la particule, appelée "particule
3" est envoyée a Bob. L’espace de Hilbert du systéme intriqué 23 est H, ® Hi =
C’®C?.

e Alice prépare une particule, appelée "particule 1", dans 1’état |®); = «|0) + S|1).
L’espace de Hilbert de la particule 1 est H; = C2 .

e L’espace total de Hilbert du systéme composite 123 est H; @ H, @ Hz = C>?®C?>®C>.
L’état complet du systéme est

[¥) = |D)1 ®|Boo)23

A ce stade, un bref calcul facilitera la discussion qui suit:

1000y + 21100y + iz|011>+ B

B R R
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o Alice fait une mesure locale dans son laboratoire, a savoir sur les particules 12. Elle
utilise un appareil modélisé par la base de mesure dans H; ® H,

{IBoo)12, |Bo1>12, 1B10)12, |1B11)12}

Les projecteurs associés pour I’ensemble du systeme sont
Poo = |Boo){Bool®13, Por = |Bo1){Bo1|®13, Pig = |B10){B10l®13, P11 = |B11)}B111®13

Comme d’habitude, le résultat de 1a mesure est I’un des quatre états projetés pos-
sibles (a une normalisation pres; vérifier ce calcul et aussi que la probabilité de
chaque résultat est %)

1

Pool¥) = §|300>12 ® (|0)3 + BI1)3)
1

Pyo|¥) = §|310>12 ® (|0); — BI1)3)
1

Py |¥) = §|301>12 ® (al1)s + B10)3)

1
Ppl¥) = §|B11>12 ® (a|1); — Bl0)3)
e Pour chacun de ces résultats possibles, Bob possede 1’'un des quatre états

a|0)3 + Bl1)3 = |@)
@|0)3 — BI1)3 = Z|D)
a|l)s + Bl0)3 = X|D)
a|l)s - Bl0)s = —iY|D)
mais il ne sait pas lequel, étant donné qu’il ne connait pas le résultat de la mesure
d’Alice.
e Alice connait le résultat de sa mesure (dans son laboratoire). C’est I’'un des quatre

états de Bell. Ce résultat peut étre codé par deux bits classiques, puis communique
a Bob sur le canal classique,

00,01, 10,11
Des que Bob regoit le message d’ Alice, il sait qu’elle a terminé ses opérations et
possede deux bits d’information nécessaires pour décider quelle est 1’opération
unitaire qu’il doit effectuer sur son état afin de récupérer |D) ,

L(@|0)s +BI1)3) = |D)

Z(al0)3 — Bl1)3) = |D)

X(a|l)s +Bl0)3) = |D)

iY(a|l)s = Bl0)3) = |D)
Notez que I’état |®) n’existe plus dans le laboratoire d’ Alice (elle I’a détruit en faisant

sa mesure) et Bob 1’a bien récupéré sur le qubit dans son laboratoire. L’état a donc bien
été téléporté d’ Alice a Bob.
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Codage superdense

Supposons qu’Alice et Bob ont mis en place un canal quantique sur lequel ils peuvent
envoyer des qubits (par exemple une fibre optique sur laquelle les photons voyagent). On
suppose aussi qu’ Alice et Bob partagent une paire EPR. Combien de bits d’information
classique peuvent-ils communiquer en envoyant un seul qubit a travers le canal quan-
tique?

La réponse: 2 bits d’information classique peuvent étre transmis par Alice a Bob, en
envoyant seulement 1 qubit tant qu’ils partagent une paire EPR. Le protocole qui réalise
ceci s’appelle "codage superdense” (dense coding).

La "loi" du codage superdense peut étre résumée ainsi:

Communiquer 2 Cbits = Envoyer 1 Qbit + Partager 1 paire EPR

Le protocole.

e Une paire EPR dans I’état |By) est préparée par une source. Chaque particule de la
paire est envoyée a Alice et Bob.
e Alice veut communiquer deux bits d’information a Bob :
Pour envoyer 00 elle laisse sa particule intacte (ou applique la matrice unitaire
1) et envoie sa particule a Bob. Bob recoit la particule et est maintenant en
possession de 1’état |By) tout entier

|Boo)

Pour envoyer 01 elle applique la matrice unitaire X a sa particule, puis envoie
sa particule a Bob. Bob est maintenant en possession de la paire dans I’état

X1 ® 15|Bog) = |Bo1)

Pour envoyer 10, elle applique la matrice unitaire Z a sa particule, puis envoie
sa particule. Bob est maintenant en possession de la paire dans 1’état

Zy ® 15|Byo) = |Bio)

Pour envoyer 11, elle applique la matrice unitaire Y a sa particule, puis envoie
physiquement sa particule. Bob est maintenant en possession de la paire
dans I’état

(iY)1 ® 15|Boo) = |1B11)

e Bob a maintenant la paire EPR 12 dans un état |B,,). Afin de déterminer les deux bits
d’information classique qu’Alice a envoyés, il doit décider quel est I’état de Bell
dont il dispose. Comme Bob sait qu’il possede 1’un des quatre états de Bell dans
son laboratoire, il peut faire une mesure locale dans la base de Bell, et accéder
aux informations xy .

Expériences. La téléportation et le codage superdense ont été réalisés expérimentale-
ment. Un résumé du sujet peut étre trouvé dans "Les dossiers de la Recherche" no 18,
février 2005 "L’ étrange Pouvoir de I’intrication quantique", par N. Gisin.
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Entropie quantique

Nous avons vu que la matrice densité permet de décrire un ensemble statistique d’états
ainsi que I’état réduit d’une partie pour un systeme multipartite. Cette matrice constitue
un analogue quantique d’une distribution de probabilités classiques et nous pouvons
lui associer une entropie qui est I’analogue de I’entropie de Shannon. L’entropie quan-
tique associée a la matrice densité est communément appelée entropie de von Neumann,
qui introduit le concept dans le cadre de la mécanique statistique quantique en 1927
(en faisant une analogie avec I’entropie de Gibbs). De facon similaire a la théorie de
I’information classique fondée par Shannon en 1948, I’entropie de von Neumann est a
la base de plusieurs mesures de 1’information, nécessaires a la description de la com-
pression, transmission et accessibilité de 1’information contenue dans un état. Dans ce
chapitre, nous exposons uniquement quelques rudiments de cette théorie qui a pris son
essor suite aux travaux d’Holevo dans les années 1970. Certains aspects de 1’entropie
quantique n’ont pas d’analogue classique. L’entropie de von Neumann donne notam-
ment une mesure utile de la quantité d’intrication présente dans un état tripartite.

Entropie de Shannon

Soit X une variable aléatoire prenant des valeurs x dans un alphabet discret et fini avec
probabilités p, = IPx [X = x]. Par définition, I’entropie de Shannon associée a X (c.-a-d.
a la loi de probabilité de X) est

H(X) == p,logp, (7.1)

Cette quantité est une mesure de [’incertitude moyenne a propos de X. Ici, nous ne
spécifions pas la base utilisée pour le log. Habituellement, on considere le log en base 2
ou le log néperien selon le contexte.

L entropie jointe pour deux variables aléatoires (X, Y)deloi p,, = Pxy [X = x, ¥ = y]
est

HX,Y) = — Z Prylog pey (7.2)

X,y
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et I’entropie conditionnelle est

HXIY) == py > puylog puy (7.3)
y x

ol pyy = %. En particulier, on peut écrire H(X|Y) = X, pyH(X|Y = y) avec H(X|Y =
y) = =X P«ylogpy, Uentropie de X étant donné que ¥ = y est observé. On voit
facilement que

H(X|Y) = HX,Y) - H(Y)

Cette formule est consistante avec I’interprétation suivante: lorsque Y est observé,
I’incertitude jointe H(X, Y) est réduite de la quantité H(Y).

L’information mutuelle entre X et Y est le complément de 1’incertitude restante pour
X lorsque Y est observé:

I(X;Y)=HX) - HX|Y) (7.4)
Cette quantité est symétrique sous 1’échange de X et Y et on vérifie
I(X;Y) = HX) - HX|Y)
=HX)+HY)-HX,Y)
=H(Y)- HY/X)
=1(Y;X)

On peut vérifier que I/(X;Y) = 0 si et seulement si p,, = p,p,. L’information
mutuelle est aussi une mesure de la corrélation entre X et Y.

Une quantité importante est la divergence de Kullback-Leibler, aussi appelée entropie
relative entre deux distributions de probabilités Px et Qx:

Px
D(PlIQx) = = )" piloggs + ). pelogp. = ) p.log (q—)

Cette quantité est une mesure de "distance" entre deux distributions bien qu’elle ne
soit pas symétrique: D(Px||Qx) # D(Qx||Px). Elle est directement reliée a I’information
mutuelle via

I(X;Y) = I(Y; X) = D(Pxy|[PxPy)

Ainsi, I’information mutuelle est aussi une mesure de "distance" entre une distribu-
tion jointe et le produit de ses marginales.

Propriétés de base de I’entropie de Shannon

Dans ce paragraphe, nous donnons sans démonstration des inégalités essentielles sat-
isfaites par les mesures classiques de 1’information et spécifier lesquelles ne sont plus
vraies dans le cas quantique. Certaines des démonstrations seront exposées directement
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dans le cas quantique.

e Le maximum de H(X) est atteint par la distribution uniforme. Pour un alphabet de

cardinalité d, on a 0 < H(X) < log(d) et la borne supérieure est atteinte pour p, = 5

e H(X) est une fonctionnelle concave de Px. En d’autres termes, si Pz = >, aiPx,
avecO0<agr<let),a,=1,0na

HZ) > Z aH(X)

k

o L’entropie est sous-additive. Si Py y est une distribution jointe et Px, Py les marginales,
on a:

H(X,Y) < HX) + HY)

En particulier, cela implique aussi que /(X; Y) > 0. Il suit de la définition de I’entropie
conditionnelle que

HX|)Y) <HX) et  HYIX)<HY)

e [’entropie conditionnelle est positive: H(X|Y) > 0.

De facon équivalente, H(X,Y) > H(X) et H(X,Y) > H(Y), c’est-a-dire que "I’entropie
du tout est plus grande que 1’entropie d’une partie". Cette affirmation, naturelle dans le
cas classique, est fausse pour I’entropie quantique. En effet, nous verrons que pour un
systeme bipartite intriqué, 1’entropie du tout peut étre nulle alors que I’entropie d’une
partie est maximale (c’est le cas de paires EPR par exemple).

¢ Conditionnement et sous-additivité forte. Le conditionnement réduit 1’entropie

H(X|Y,Z) < H(X|Y)
ou de facon équivalente
HX,Y,2)+H(Y)<HX,Y)+ HY,Z2)

Cette dernicre inégalité s’appelle "inégalité de sous-additivité forte". L’égalité est at-
teinte si et seulement si X — Y — Z forme une chaine de Markov, c.-a-d. ssi py,. =
DayPyixPx- Nous notons que ceci est équivalent 8 Z — Y — X forme une chaine de
Markov, c.-a-d. py,y.. = payDy-P.- Ceci est aussi équivalent a I'indépendance de X et Z
étant donné Y, c.-a-d. py oy = prjyDay-

¢ Si X — Y — Z forme une chaine de Markov, on a I’inégalité de "data processing":
H(X|Z) > HX|Y)

En effet, par sous-additivité forte, H(X|Z) > H(X|Z,Y) et la condition de Markov en-
traine H(X|Z,Y) = H(X|Y) puisque X et Z sont indépendants lorsque I’on conditionne
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sur Y.

o L’entropie relative est toujours positive: D(Px||Qx) > 0. Ceci provient d’un argu-
ment de convexité qui reste valable dans le cas quantique.

o Les identités algébriques suivantes proviennent de la définition de 1’entropie et de
I’information mutuelle.

n
HX1, o X)) = D HOX X1, X))
i=1

X1, X V) = Y I VX Xa)

i=1

Entropie de von Neumann

Nous considérons maintenant un systéme quantique dans un état statistique ou un sys-
téme qui n’est pas isolé de son environnement. Le systeme est décrit par une matrice
densité p : H — H telle que p = p', p > 0 et Tr(p) = 1. L’entropie de von Neumann
est, par définition:

S(p) = ~ Tr(plog p) (7.5)

Plus concrétement, si la décomposition spectrale de p est p = 3 Ailyi){xil, avec
plxi) = Ailyi), ona
S(p) = —Z/l,-log/l,-

qui peut s’interpréter comme 1’entropie de Shannon pour la distribution de probabilités
discretes {/11, .. .,/ld}, ou d = dim(H).

Remarque: Néanmoins, pour une préparation de 1’état mixte {Igoi), p,-}, ou les |¢;) ne
forment en général pas une base orthonormale, 1’entropie de von Neumann n’est pas
égale a ’entropie de Shannon associé aux probabilités p;. Si X est la variable aléatoire
de loi p; = Px[X = x;], on a S(p) < H(X). En d’autres termes, 1’état mixte contient
moins d’incertitudes que X. Ceci provient du fait que des états non-orthogonaux ne peu-
vent pas étre parfaitement distingués lors de mesures quantiques. Si les états |p;) sont
orthonormés, alors S (o) = H(X).

Pour un systeme bipartite d’espace de Hilbert Hy ® Hp décrit par la matrice densité
pap, 'entropie de von Neumann est S (0ap) = — Tty 024, (045 10g pap). On peut associer
une entropie a chaque matrice densité réduite ps = Treyq, pap €t pp = Tryy, pap, c’est-a-
dire

S(pa) = —Tr(pa logpa) et S (pg) = —Tr(pplogpp)
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Nous verrons que ces quantités jouent un réle important comme mesure quantitative de
I’intrication.

Exemple: Entropie de systemes simples. Pour un état pur |y), on a p = [Y){¥| qui
possede une valeur propre égale a 1 et les autres qui sont nulles. Donc, S (|¢){¥]) = 0.
Un état pur ne contient aucune "incertitude".

Prenons maintenant un état pur intriqué et regardons les matrices densité réduites. Le
prototype typique est 1’état d’une paire EPR: [y)4p = \%(IO)A®IO)B+|1)A®|1)3). Puisque
1 0 -
PA = pp = %(0 1), nous trouvons S(pap) = 0 et S(pa) = S(op) = log2. Ainsi,
cet état pur intriqué ne contient pas d’entropie mais les parties ont une entropie maxi-
male. Ce phénomene est général et I’entropie des parties d’un systeme bipartite dans un
état pur est souvent appelée entropie d’intrication (entanglement entropy). L’entropie
d’intrication est proprement quantique et n’est pas associée a un ensemble statistique.

Exemple: Entropie d’un qubit. Pour un qubit, la matrice densité est de la forme p =
%(]l +d- f) ol ||d|| < 1 estun vecteur de la boule de Bloch. Il est clair que pour obtenir
les valeurs propres, on peut faire une transformation unitaire qui effectue une rotation
des axes tel que @ — (0,0, ||d@]| ). Les deux valeurs propres sont donc A; = %(1 +||d]|) et
A = %(1 — |ld|). L’entropie de von Neumann d’un qubit est donc

$9) = =31+l og 31+ 1)) - 31 =1yt 31 - )

1 1
= log(2) - 5 (1 +1ldll) log (1 + ) 5 (1 — lidll) log (1 — lll)

Figure 7.1 L’entropie de von Neumann d’un qubit est maximale au centre de la boule de Bloch
et décroit pour s’annuler sur la surface, correspondant aux états purs (extrémaux).

On peut tenter de définir des quantités analogues a 1’entropie conditionnelle et I’information
mutuelle de Shannon par pure analogie formelle avec les expressions classiques. Par ex-
emple:

S(palos) = S(oap) — S (o)
I(paspp) = S(pa) — S (palps)
= S(pa) + S(pp) — S(pap)
= S(pB) — S(pslpa)
Bien que ces définitions puissent s’avérer parfois utiles, leur sens opérationnel n’est
pas clair a ce stade. En effet, la notion de "probabilité conditionnelle" classique n’a pas
d’analogue immédiat dans le cas quantique car I’observation ou la mesure sur une par-

tie du systeme change son état. Il existe en fait plusieurs définitions possibles de ce que
I’on pourrait appeler des entropies conditionnelles et information mutuelle et nous ne
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poursuivrons pas cette voie plus en détail ici.

Une quantité utile qui joue un rdle important est la divergence de Kullback-Leibler
quantique entre deux matrices densité:

D(pllo) = Tr(plog p) — Tr(p log o) (7.6)

Nous verrons que D(p|lo) > 0 et D(p|lo) = O si et seulement si p = 0. Bien que
non-symétrique, on peut penser a cette divergence comme une mesure de distance entre
deux matrices densité.

Propriétés de I’entropie quantique

Nous discutons ici plusieurs inégalités analogues au cas classique, mais nous verrons
aussi quelques propriétés sans analogue classique (notamment 1’inégalité d’ Araki-Lieb).

o e maximum de S (p) est atteint pour p = alzlld pour un espace de Hilbert de dimen-
sion d. En effet, prenons la décomposition spectrale de p. Alors, S(p) = — X; 4;log 4;
est maximisée pour A; = clz et donc pour la matrice densité p = (11]ld dans la base ou
elle est diagonale. Mais la matrice identité est diagonale dans toutes les bases. Donc,
p = 21, maximise S (o). De plus

0<S(p) <logd

o [’entropie de von Neumann est concave.

Sto+(1-Do)2tS)+(1-HS@@) 0<t<1 (1.7)

pour deux matrices densité p et 0. La preuve est basée sur I’'inégalité de Klein:

Lemme: Soit A et B deux matrices hermitiennes et f : R — R une fonction convexe.
Alors

Tr(f(A) - f(B)-(A-B)f'(B)) 20

Preuve: Soit Al¢;) = ail¢;) et Bly;) = bily;). La trace ci dessus vaut:
D (B = f(B) = (A= B (B
= > f(@) = (@1 BYg) ~ adilf (B)oi) + (iBS (B))
= > Kelw pP{fFa) - fb)) - (@i = bpf (b))
ij
ot on a utilisé la relation de fermeture 1 = 3, ;) )(¥;l et 3 ; Keilyj)* = 1 pour obtenir

la deuxiéme égalité. Puisque f est convexe, f(a;)— f(b;) = (a;—b;)f'(b;) ce qui prouve
le lemme.
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Corollaire 1: Soient A et B deux matrices hermitiennes semi-définie positives. On a
Tr(Alog A) — Tr(Alog B) > Tr(A — B)

Preuve: Appliquer I'inégalité de Klein a f(x) = xlogx, x > 0.
Corollaire 2: L’entropie relative est positive.
Preuve: Choisir A = p et B = o et utiliser Tr(p — o) = Tr(p) — Tr(c) = 0.

Pour achever de montrer que I’entropie de von Neumann est concave, on choisit A = p
et B =to+ (1 — f)o. Les corollaires entraine

Tr(plogp) — Tr(plog(to + (1 =)o) = (1 =) Tr(p — o) =0 (7.8)
Ensuite, avec A = o et B = tp + (1 — )0, on obtient
Tr(o log o) — Tr(o log(to + (1 — H)o)) = t Tr(o — p) =0 (7.9)

En multipliant (7.8) par ¢ et (7.9) par (1 — t) puis en additionnant les inégalités, on
obtient le résultat (7.7).

e Sous additivité de I’entropie quantique. La sous-additivité dans le cas classique peut
se voir comme suit:

HX)+ H(®Y) - HX,Y) = Dg(PxyIPxPy) 2 0
Le cas quantique est parfaitement analogue.

S(pa) + S(op) — S(pap) = — Tr(pa log pa) — Tr(op log pp) + Tr(oas log pas)
= —Tr(paplogpas ® 1) — Tr(paplog 14 ® pp) + Tr(oaplog pas)
= Tr(pap log pap) — Tr(pap(log pa ® 1p +log 14 ® pp))
= Tr(pap log pag) — Tr(pag log pa ® pi)
= D(paslloa ® pp) = 0

Notons que I’identité logps ® 15 +1log 14 ® pp = log ps ® pp peut etre vérifiée via la
décomposition spectrale de p, et pp et que I’inégalité finale suit du corollaire 2.

e Sous-additivité forte. Considérons un systeme tripartite p4pc pour I’espace de Hilbert
Hy ® Hp @ He. On considere les matrices densité réduites pap = Trey.(0asc, Pc =
Treq, (0asc et pp = Trog,er. (papc. L'inégalité de sous-additivité forte stipule

S(papc) + S (pB) < S(pa) + S (Pac)

Cette inégalité est analogue a la sous-additivité forte classique. Néanmoins, dans le cas
quantique, la preuve est différente et aussi beaucoup plus compliquée. Il s’agit d’une
des inégalités les plus profondes de la théorie de 1’information quantique. Nous omet-
tons compleétement cette preuve ici et nous mentionnons juste qu’elle est basée sur la
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concavité jointe de la fonctionnelle
f(A,B) = Tr(M"'A‘YMBl"‘)

pour n’importe quelle matrice M et 0 < s < 1. La concavité jointe de cette fonctionnelle
était une conjecture de Wigner, Yanase et Dyson et fut finalement démontrée par Lieb.
Plus tard, Lieb et Ruskai montrerent qu’elle implique la sous-additivité forte.

o Inégalité de Araki-Lieb. Nous avons déja mentionné que 1’inégalité classique
H(X,Y) > H(X) n’est pas toujours vraie dans le cas quantique. Par exemple, 1’entropie
de I’état |y)ap = %(IO)A ®10)p + [1)4 ® II)B) vaut S (pap) = 0 alors que py = %]lA et
pp = 315 si bien que S(pa) = S(pp) = log2. Plus généralement, pour n’importe quel
état pur |Y4p), le théoreme de Schmidt implique que p4 et pp possedent les mémes
valeurs propres non-nulles et donc S(ps) = S(op). Ainsi, pour tout état pur, nous
voyons que S (pap = IS (pa) — S (pp)l = 0. Remarquablement, cela n’est pas limité aux
états purs mais est completement général.

Soit psp un état mixte d’entropie S (pap). Considérons S (p4) et S (op) les entropies
des matrices densité réduites (si S(pap) n’est pas pur, en général S(ps) # S(op)).
L’inégalité d’ Araki-Lieb stipule

S(pas) 2 1S (pa) = S(pp)l

La preuve utilise la méthode de la purification. Le systtme AB peut étre purifié
en introduisant un "environnement" C tel que papc = [W)apc{Wlapc est pur et pap =
Treq. (papc). Par la sous-additivité. on a

S(pac) < S(pa) +S(pc) (7.10)
Par le théoréme de Schmidt, puisque papc est pur, on a
S(pa) =S(pc) et S(pac) = S(pp) (7.11)
De (7.10) et (7.11), il suit que
S(pp) < S(pa) +S(pan)

c’est-d-dire S (p45) > S (o) — S(04). Par symétrie, on a aussi S (oap) > S(04) — S (0B).
Ceci acheve la preuve de I'inégalité d’ Araki-Lieb.

Principe de non-communication

Nous avons déja vu deux impossibilités quantiques au Chapitre 3: le théoréme de non-
clonage et le théoreme de non-discernement d’états non-orthogonaux. Ici, nous mon-
trons brievement une autre impossibilité: la propriété de non-communication (ou non-
signaling).
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Pour un systéme bipartite, une opération locale (unitaire ou de mesure) sur une par-
tie ne peut pas étre détectée par 1’autre partie sans communication entre les deux parties.

Formalisons cela en considérant un systeme d’espace de Hilbert H,®7Hjp, une matrice
densité psp et les matrices densité réduites ps et pg de A et B respectivement. Une
opération unitaire locale dans le systeme A transforme 1’état en

(Ua ® 1) pap (U} ® 1)
Une mesure projective locale en A projette I’état sur
i = (P2‘® 1) pas (Pi,'® 15)
Tr((P, ® 15) pas (P @ 1p))

avec probabilité
pi = Te((Py ® 15) pap (P ® 1)) = Te(P) pa)
Les matrices densités locales de A et B apres 1’opération unitaire sont
P = Trg ((Ua ® 1) pas (U} ® 1)) = UnpaU),
P = Tra (Us ® 1g) pa (U}, ® L)) = Tra pas = pi
Nous voyons qu’apres 1’opération unitaire locale chez A, la matrice densité de B est
inchangée et donc 1’opération chez A n’est pas détectée en B.
Apres I’opération de mesure locale dans A, I’état de A est décrit par
PypaPy
Tr(Pi‘pA)

avec probabilité p; = Tr(PfL‘pA). En B, le résultat de la mesure n’est pas observé donc la
description est donné par le mélange statistique des états 0'2:

ol = Trp(oyp) =

Tra(P, ® 15 pas)
Tr(Pipa)
La matrice densité correspondant a ce mélange est

ZP;‘O'E = ZTFA(PQ ® 15 pag) = Tralpan) = pp
7 7

oy = Tra(olyp) = ) pi = TF<P2PA)

car . ; Pix = 14. A nouveau, nous concluons que la mesure locale de A laisse la matrice
densité de B inchangée et cette mesure est indétectable.

Notons que si on permet une communication entre A et B, alors A pourrait commu-
niquer B que le résultat de la mesure locale est j (ou bien o-f;). Dans ce cas, B peut en
déduire que son état est décrit par o-fg (qui est différent de pp). La concavité de I’entropie
implique

S(os) =S picy) = ) piS () = S())



7.6

7.6 Entropie d’'un mélange d’états mixtes 109

Apres communication entre A et B, I’entropie de B est donc réduite. Mais avant toute
communication, il n’y a pas de changement d’entropie.

Exemple: Processus de téléportation. Supposons que A et B partagent une paire
EPR dans 1’état \%(IOO)AE + |11)4p) et A posséde en plus un qubit dans 1’état |p)s =
a|0)4 + B|1)4. Les matrices densité réduites de A et B sont

1 1
pa = §|90>A<90|A ® 1, pB = E]IB

Pour les entropies, on a S(pap) = 0, S(pa) = S(pp) = log2. Lors de la mesure dans
la base de Bell chez A, I’état total devient égal a

1Bij)a(Bijla ® ¢ 5¢¢ |5
avec probabilité p;; = 1 et l¢")g = X'Z/|¢) . Les matrices densité réduites deviennent
P = |Bij)a(Bijla

si (i, j) est observé chez A et

o 1 i1
P =7 D e el = ST
i,j=0,1

qui reste inchangé. Les entropies correspondantes sont S(piprés) = 0 (si (i, j) est ob-

servé) et § (p;;p rés) = In2. Pour achever le processus de téléportation, A communique
(i, /) & B et 1’état de B est donc décrit par |¢”)(¢"/|s qui posséde une entropie nulle.

En résumé, avant la communication classique, lors du processus de mesure locale
chez A, aucune information n’est transférée a B. Ce n’est qu’apres la communication
classique que I’information a été transférée et que 1’entropie (= I’incertitude) devient
nulle.

Entropie d’un mélange d’états mixtes

Dans ce paragraphe, nous prouvons le théoréme suivant qui joue un rdle important en
information quantique.

Théoreme. Soit X une variable aléatoire de distribution Px [X = x] = p, et la ma-
trice densité p = Y, pyp, ou les p, sont eux-mé€mes des états mixtes. On a

S(P) < ). peS(py) + HX)

L’interprétation de cette inégalité est claire. L’incertitude sur p ne peut pas excéder
I’incertitude moyenne de chaque état mixte plus l’incertitude sur la préparation du
mélange des p, (cette préparation est décrite par X). En particulier, si p, = |@x){¢xl
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sont des états purs, alors S (p) < H(X) comme discuté dans la remarque (Section 7.3).

Preuve. Tout d’abord, on considere le cas d’un mélange d’états purs

ps = D Pidbs(@ils

Purifions ce systéme en introduisant un environnement Hg de dimension égal au nom-
bre d’états purs |@,)s. Soit |x)g les états d’une base orthonormée de Hg. L état purifié
est

W)se = Y, VPilo)s @ 10)e

On vérifie facilement que Trg(|W)(W|sg) = ps. De plus,

pe = Trs (¥)(¥lsz)
= 3 VDAL il )s 1)l (7.12)

x,x

D’apres le théoreme de Schmidt, S(pos) = S(pg). Considérons maintenant un état
Pg = 2ix PxlX)XX'|g. L'entropie relative

D(pellog) = Tr(ps log ps) — Tr(ps log pg;) = 0
Donc
S(ps) = S(pe) < = Tr{pg log )
Puisque log p; = 3, log(p,)|x){xlg, cette inégalité devient
S(ps) < = ), log(p) Tr(pelx)(xle)

= Z log(p.){xlpslx)e

Il suit de (7.12) que {x|pg|x)s = p, et on trouve bien
S(ps) < HX)

Pour étendre cette inégalité aux mélanges d’états mixtes p = ), pPx, On utilise la
décomposition spectrale p, = ), j /ljf|e);)<e)]f| si bien que

p =) plleiXel]
xj
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Par le résultat précédent

S(p) <= ) padilog(psd;)
x.j
= =3 peilog(p) — 3 put log(1)
X,J x.J
= - Z Px log(px) - Z Px Z AJ; IOg(/lj)
x x J

= HX) + Y pS(py)

Information accessible et borne de Holevo

Dans ce paragraphe, nous considérons la question de I’information acquise lors d’une
mesure d’un état de mélange p = Y, p.p.. Nous imaginons que cet état provient de la
préparation d’un ensemble statistique d’états p, chacun pris avec probabilité p,. Soit
X la variable aléatoire décrivant cette préparation Px [X = x] = p,. Lors d’'une mesure
projective dans une base décrite par un ensemble de projecteurs P,, 1’état est projeté
sur PypP, avec probabilité Tr(Pyp) = gy. Cela définit une variable aléatoire Y avec
Py [Y = y] = gy. On peut aussi définir la probabilité conditionnelle Pyx [Y = yIX = x] =
Pyix = Tr(Pypx) et une probabilité jointe Pxy [X = x,Y = y] = p, Tr(Py x). On vérifie
que ces définitions sont consistantes avec les contraintes de marginalisation.

L’information contenue dans les mesures Y a propos de la préparation X est donnée
par [(X;Y) = HX,Y) — H(X) — H(Y) I'information mutuelle entre X et Y.

L’information accessible a propos de la préparation de p est définie par le maximum
de I(X;Y) sur I’ensemble de toutes les mesures possibles de 1’état.
Acc({ps, pxt) = sup I(X; ¥)
{Py}
C’est une fonctionnelle de la préparation {p,,p,} car I'unique connaissance de p

ne suffit pas a calculer cette quantité. Son calcul requiert la solution d’un probléme
d’optimisation qui peut étre difficile a résoudre.

Il existe une inégalité importante, la borne de Holevo, qui est universelle et joue un
role important en théorie de 1’information.

Théoreme (Borne de Holevo).

On définit la quantité de Holevo

x((pepd) =80) = > pSipo)
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Alors, I’information accessible satisfait

Acc({popid) < x(tpepid)

Preuve. Soit Hy I’espace de Hilbert de la matrice densité p. On introduit un espace
de Hilbert Hyx ® Hs ® Hy avec {lx)} une base orthonormale de Hy, {Iy)} une base
orthonormale de Hy et un état pxsy = X, p|x){x| ® p ® [0)0|. Soit Uxsy = 1x ® Usy
I’ opération unitaire définie par

Usylg)s ®la)yy = ) Pyld)s ®la @ y)y
¢

ol a @ y est calculé (modulo dim(#y)). On peut montrer que Ugy est bien unitaire
car le produit scalaire est préservé. Soit également pl¢, = Uxsypxs YU;S),. Par con-
séquent, les deux matrices densité€ pysy €t P, possedent les mémes valeurs propres,

donc S (oxsy) = S (Psy)-

Considérons maintenant les matrices densité réduites pgy et pg .

psy = Trye | D paleyl @ p @ |0><0|)

= p @0)X0]

Psy = Trag Z palx){x|® PypP; ® |y><y’|]
XY,y
= PypP|y)(y'l

Ces deux matrices densité sont aussi unitairement reliées par Ugy et donc S (psy) =

S0
Par sous-additivité forte,

S (oxsy) = S(Psy) < SPxy) = S(P})
et donc
S(pxsy) = S(psy) < S(Pyy) = S(oy) (7.13)

Le reste de la preuve est un calcul de chaque entropie dans cette inégalité. Clairement

S(pxsy) = HOXO + ) p.S(p)

car |0)(0| ne contient pas d’entropie et les états |x) sont orthogonaux. D’autre part

S(psy) = S(p)
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puisque |0){0| ne contient pas d’entropie. De plus,

Py = D P @ VN T (PypsPy)
XYy

= > PO © I Iy Py

X,y

= Z PPyl X & [y)(]
Xy

car Troy (Pyp.Py) = Troy (Py Pyp) = 6,y Trey, (Pyp). Donc,
S (Pyy) = H(X. Y)
Finalement, py, = 3, pxyV)yI = 2, pyly){yl si bien que
S(py) = H(Y)
En mettant tous ces résultats dans (7.13), on obtient

IX:Y) <S(0) = ) pS (o)

Ceci est valable pour toute mesure projective {P,} et on peut maximiser le membre de
gauche sur I’ensemble des mesures projectives.

Exemple

i 3.1
Soit p = $10)(0] + %(%«)‘fé”) =1 ( )

Les valeurs propres de p sont et la borne de Holevo est, dans ce cas, égale

4
a5() =~ (5 + £ )tog(} + F) - (4 = 3 )tog(} - ) = 0.591n(2). A, au-
cune mesure ne permettra d’obtenir plus de 0.59 bits d’information. Considérons
la mesure dans la base {|0)0], [1)(1]}. On obtient
(3 1) 1 L 1
I A
y 4 4 yIx 0 3 XY 0

Un calcul donne /(X;Y) = 3 log(2) — 3 log(3) = 0.311n(2). Donc, on obtient 0.31
bits d’informations avec cette mesure.

NN
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Opérations locales avec
Communication Classique

Le processus de téléportation étudié dans le Chapitre 6 est un exemple de protocole
basé sur une classe d’opérations locales avec communication classique (LOCC). Alice
et Bob partagent une paire de Bell et effectuent uniquement des opérations unitaires
et/ou mesures locales et ne peuvent communiquer que via un canal classique. Il est na-
turel d’étudier cette classe d’opération pour des systemes plus généraux, le but ultime
étant d’établir des protocoles de communication quantique dans des réseaux multipar-
tites partageant des ressources intriquées.

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques bases de ce vaste sujet. Nous com-
mengons par discuter un exemple simple qui permet de dégager certains aspects es-
sentiels comme les notions de dilution et distillation d’états intriqués. Ensuite, nous
formalisons la classe d’opérations locales avec communication classique (LOCC) ainsi
que la version stochastique (SLOCC) puis discutons les protocoles optimaux de distil-
lation et dilution en nous basant sur les notions d’entropie de von Neumann vues au
Chapitre 7. Finalement, nous discutons comment les opérations SLOCC permettent une
classification des ressources intriquées en classes d’équivalence, notamment pour les
états a deux et trois qubits.

Transformations de dilution

Un exemple simple

Considérons le probléme suivant. Alice et Bob partagent deux qubits dans 1’état in-
triqué de Bell |Byo) = \/%(IOO) + 1 1)). IIs veulent convertir cet état en un état "moins"
intriqué de la forme |y) = cos 6 ]00) + sin & |11) avec 8 # %. Cet état est moins intriqué
au sens ou I’entropie d’intrication des matrices densités réduites est inférieure a In 2 si
6 # 7. Alice et Bob partagent uniquement un canal de communication classique et sont
physiquement distants, si bien que les seules opérations possibles (unitaires ou mesures)
sont locales.
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Alice fait une mesure de type POVM!' avec

cosd O sinf 0
MO_( 0 sina) ot Ml_( 0 cosH)

On note que {My, M;} est un POVM car MSMO + MlTMl = 1. L’état résultant apres la
mesure est proportionnel a I’un des deux états

1
My ® 1|Byy) = —(cos 0 |00) + sind |11)
1 )

1
M| ® 1|Byy) = —(sin 6 |00) + cos @ |11)
o )

avec probabilités

Po = (Bool(Mo ® 1)" (Mo ® 1)| Boo) =

p1 = (Bool(M; ® 1)" (M ® 1)|Boo) =

=N =

Si Alice obtient le résultat i = 0, 1, elle applique I’opération unitaire locale X' ® 1
(donc pour i = 0, elle ne fait rien et pour i = 1, elle applique X a son qubit). En-
suite, elle communique le bit d’information classique i = 0, 1 a Bob et celui-ci applique
I’opération unitaire locale 1 ® X'. En fin de compte, I’état résultant de ce protocole est

(1 ® X)X ® 1)(M; ® 1)|Boo) o gy pouri=0,1

Alice et Bob ont donc bien effectué la transformation |Byy) — [yg) grace a un pro-
tocole LOCC.

Un théoréme caractérisant les transformations de dilution

La transformation ci-dessus est parfaite et déterministe au sens ou le résultat sera tou-
jours |[ifg) et ce n’est pas un hasard. En effet, cela suit d’un théoreme général (énoncé ici
sans démonstration).

Les Positive Operator Valued Measurement (POVM) généralisent les mesures projectives usuelles. Un
POVM décrit la situation physique la plus générale ol la mesure est faite sur le systeme et son
environnement. Mathématiquement, {My, ..., M,} est un POVM si }; MI.TM,- = 1. L’état du systeme

(sans son environnement) est M;|y) (a la normalisation prés) avec probabilité <¢|M,-T M.
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Théoreme

Soit |¢) et ) deux états bipartites de 1’espace de Hilbert H ® Hp avec dim Hy =
dim Hp = d. Soient /l_:,, = {/l}ﬁ, e, /lg} et /l_l; = {/ll}/ cees /15} I’ensemble des valeurs
propres des matrices densité réduites pg = Tro,|p){] et pg = Trqq, Y ){y| respec-
tivement.

Si le vecteur /l_:,, est "dégradé" par rapport au vecteur /l_:p, au sens ou /l—:,, = P/l_:/,
avec P une matrice doublement stochastique, alors on peut effectuer la transfor-
mation |¢p) — |if) par un protocole LOCC. La réciproque est aussi vraie.

Remarque. Une matrice doublement stochastique est une matrice telle que ses é1é-
ments sont dans [0, 1], la somme des éléments de chaque ligne vaut 1 et la somme des
éléments de chaque colonne vaut aussi 1. En particulier, P (et aussi PT) est la matrice
de transition d’une chaine de Markov.

Il n’est pas tres difficile de montrer que /l; = P/lf,, implique I’inégalité au niveau des
entropies des distributions de probabilités S (p;}) >S (pf;). En d’autres termes, /l; est

une version "plus aléatoire" de /ﬂ;. Intuitivement, I’état |¢) peut étre transformé en [i/)
car |¢) est plus intriqué que |i/).

Entropie de dilution

Notons que pour tout état |i) € C? ® €2, la transformation |By) — [¢) peut étre
effectuée de fagon certaine par un protocole LOCC. En effet, d’apres le théoréme précé-

dent, il suffit de vérifier qu’il existe une matrice doublement stochastique telle que
11

/l\l;:m = P/l_,;. Or, /l|1;;0> = (3,17, donc la matrice P = (E E) fait toujours 1’ affaire’.

2 2

La prochaine question naturelle est donc: étant donné n paires de Bell |By), combien
d’états |y) peut-on produire? On peut clairement en produire au moins m = n. Mais
peut-on en produire plus que n? En d’autres termes, si on pense a une paire de Bell
comme a une "monnaie d’intrication”, la question est combien "d’états |if) vaut-elle?"
Une représentation de cette question est montré a la Figure 8.1. Notez que pour se poser
cette question, il est nécessaire qu’Alice et Bob aient des qubits auxiliaires.

Le processus de transformation |Bgo)®" en |y)®" pour m > n s’ appelle la "dilution des
paires de Bell". On définit "I’entropie de dilution" de |y) comme

n .
Eldgitution (1Y) = Sup{a | 1Boo)®™ — )™ viaun LOCC}

2 Ceci est vrai car pf; est une matrice 2 X 2 dont les valeurs propres sont /1;,/ >0 (car semi-définie positive)
etTrpf = ), + 45 = 1.
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A |By) B A |y B

SN\ SN\
100) => -\/@/\
100) )

. . D aVUa

Figure 8.1 Représentation de la dilution de |By) en plusieurs états [i/r).

On peut démontrer que le supremum est atteint pour n et m qui tendent vers +oo et
que Egintion(¥)) = S (pg) =S (pf;); I’entropie de dilution de |i/) est égale a son entropie
d’intrication.

Transformation de distillation

Un exemple simple

Nous discutons maintenant le processus inverse. Supposons qu’Alice et Bob partagent
I’état bipartite

[¥g) = cos@00) + sin 6 |11)

Pour 6§ # 7, cet état n’est pas maximalement intriqué. Alice et Bob aimeraient
améliorer cette intrication et méme fabriquer une paire parfaite |Byo) en utilisant unique-
ment des opérations locales et de la communication classique. Nous allons voir que
cette fois, la transformation |¢y) — |Bgy) ne peut qu’avoir lieu avec une probabilité
inférieure a 1. Notons déjaque sif = Oou 8 = %, [rg) est I’état produit |00) ou |11) re-
spectivement et clairement des opérations locales ne peuvent pas produire d’intrication.
Dans ce cas, la probabilité de succes du processus est nulle. En effet, les opérations
locales sont de la forme d’un produit tensoriel et ne peuvent pas transformer un état

produit en autre chose qu’état produit.

Alice effectue d’abord une mesure avec un POVM {Mo, M 1} comme avant, mais cette
fois-ci sur 1’état |yg). Le résultat est un des deux états proportionnel a
My ® 1)) = cos® 6 |00) + sin® 6 [11)
My ® Tlyg) = sin cos 6 (100) +11))

avec les probabilités

Po = Wel(Mo ® 1) (Mo ® 1)lyrg) = cos* 6 + sin* 0
p1 = Wol(M; ® 1)T(M; ® 1)) = 2(sin6 cos 6)?
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Ainsi, I’état |Bgg) survient avec probabilité 2(sinf cos 6)? qui est la probabilité de
succes. Dans ce cas, Alice communique le bit classique d’information i = 1 a Bob. Si
c’est I’état cos? 6 [00) + sin® 9 [11) qui survient, Alice communique le bit d’information
classique i = 0 a Bob et ils ignorent le résultat.

Pour § = 0 ou 7, on voit bien que la probabilité de succes est nulle. Pour § = 7, en
revanche, 1’état de départ était déja |By) et 1a probabilité de succes est de 1 (i.e. les deux
états obtenables apres avoir mesuré avec le POVM restent |By)).

Contrairement a la dilution, le protocole utilisé pour la distillation réussi avec une
probabilité inférieure a un. Dans le cas de protocoles dont le résultat final n’est pas
déterministe (par exemple la distillation), on parle de protocole SLOCC (stochastique
LOCC).’?

Entropie de distillation:

Etant donné un certain nombre m d’états ly) € C? ® C?, combien de paires de Bell (dis-
ons n) peut-on fabriquer grace aux opérations décrites ci-dessus? Comme nous I’avons
vu, le protocole réussit avec une probabilité inférieure a un (en général). Par exemple,
dans I’exemple précédent, la probabilité de réussite est 2(sinf cos #)>. Ainsi, pour m
et n grands, ce protocole simple permet d’extraire environ n paires de Bell a partir de

_ _n
M= 55ng covayr CEats o).

L’ opération de transformation |yg)®" — |Bgo)®" s’appelle la distillation de paires
de Bell. On définit [’entropie de distillation d’un état |iy) par

n .
Eldistittation (1Y) = SUP{E | [)®" — 1Boo)®"  via un LOCC}

Nous ne formalisons pas la définition compléte ici, mais il faut ajouter que 1’on de-
mande que la probabilité de succes soit > 1 — ¢, puis on prend € — 0. On démontre
que le supremum est atteint pour # et m qui tendent vers I’infini et que Egistintation (1)) =
S (p:?,) =S (pg). Ainsi, I’entropie de distillation est donnée par 1’entropie d’intrication.

Pour conclure ce paragraphe, remarquons que les entropies de dilution et de distilla-
tion sont égales pour un état pur. Cela n’est pas évident a priori. En effet, nous avons vu
qu’il y a une asymétrie dans la probabilité de succes de la transformation |ys) — |Boo)
(distillation) et |Bgp) — |wg) (dilution).

3 Notez que les deux protocoles font intervenir une mesure quantique, qui n’est pas déterministe.
Cependant, le processus de dilution en lui-mé&me est déterministe, car il réussit avec probabilité 1 (c’est
donc un LOCC) tandis que le processus de distillation n’est pas déterministe, car il a un taux d’échec
(c’est donc un SLOCC).
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Protocoles optimaux de dilution et distillation

Reprenons le probléme des transformations |Bgg)®" — [y)®™ et [y)®" — |Bgo)®"
par des opérations de la classe SLOCC. Nous appliquons ici des méthodes usuelles
de théorie de I'information pour montrer les affirmations précédentes et notamment
que les entropies de dilution et de distillations sont égales a I’entropie d’intrication

S (o) = S(eb).

Cela nécessite de faire appel a la notion de fypicalité en théorie de I’information
classique et nous faisons donc une digression a ce propos.

Typicalité en théorie de l'information classique

Soient xy, x», . . ., X, n copies indépendantes et identiquement distribuées d’une variable
aléatoire de distribution p(x), x € X ou X est un alphabet fini (par exemple X = {0, 1}).

Etant donné € > 0, une suite x, x», ..., X, est dite e-typique si

1 Z log p (l) —H(X)
n =1 Xk

En d’autres termes, une suite de symboles émis par la source X ~ Py est

<0 8.1)

typique si son entropie empirique est proche de I’entropie de Shannon H(X) =
LS ex p@logp(L).

Soit € > O et x1,...,x, 114 Px. Soit T, I’ensemble des séquences e-typiques.

Pour tout § > 0, on peut prendre n assez grand tel que (a)

P[Tp]>1-6

et
(1 _ 6)2n(H(X)—€) < |Tn,£| < 2n(H(X)+E)

@ Ici,P [Ty veutdire P [x1,... %, € Tye] = Xxtvtn p(x1) . .. p(xn).
€ The

Le théoréme affirme que pour tout 6 > 0, on peut toujours prendre un z (suffisamment
grand, selon le § choisi initialement) tel qu’une proportion 1 — § des séquences est
typiques et que le nombre de telles séquences est d’environ 2/X)_ Ce théoréme est a la
base du fameux théoréme de compression de I’information de Shannon qui affirme qu’il



120 Opérations locales avec Communication Classique

suffit de nH(X) bits pour représenter les suites typiques xi, ..., x, émises par la source
X ~ Py.
La preuve est une application de la loi des grands nombres. Comme x, X2, . . ., X,

sont indépendants et identiquement distribués avec Py, la somme —% 2 log Px(x =
X;) se concentre sur sa moyenne qui n’est autre que H(X). Plus formellement, la
loi des grands nombres stipule

7

pour n assez grand.

Se}zl—e

1 n
—— Y logPy(x = x) ~ H(X)
i=1

Pour obtenir la borne sur lTn,El, on remarque

D7 pn) .. pl)

P [T

Or, la définition (8.1) des séquences typiques implique que
T 2" HE*O <P [T,.6] < [T, [27HO0 (8.2)
De la premiére inégalité de (8.2), il suit
|2 " HO <P [T,] < 1

et donc
|Tne| < 2n(H(X)+e)

De la seconde inégalité de (8.2), il suit
1-6<P [Tn,e] < |Tn,e|2_n(H(X)_E)

et donc
|T,e| > (1 = )2 H0~9

Nous sommes maintenant prét a prouver les affirmations énoncées plus haut sur les
entropies de dilution et distillation.

Protocole optimal de dilution

Nous prenons n copies de |By) et voulons les transformer en m copies de |) (si m > n,
les qubits supplémentaires nécessaires sont fournis a Alice et Bob). Nous décrivons ici
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un protocole SLOCC qui maximise 2 pour n,m — co.

Supposons que [/) possede la décomposition de Schmidt

W) = D" VP@k)a @ )

Ici (dans le cadre le plus simple possible), x € {0, 1}. Nous utilisons la notation +/p(x) €

{\/p(O), \/p(l)} pour les coefficients de Schmidt car p(x) € {po, p1} sera interprété
comme une distribution de probabilité.

L’état que I’on veut fabriquer par des opérations SLOCC est

W = D VPG pOa) X . X0 @ xixa %) (8.3)

Xlseens Xn

Nous allons considérer une approximation de cet état. C’est cette approximation qui
sera en fait fabriquée. Soit

lom) = Z VPG o p(x) 1x1 X2 o X004 ® X1 X2 ... Xu)B

Toeees Xn

ol la somme porte sur les séquences typiques associées a la distribution p(x). La norme
de ce vecteur est

(pulpm) = D" ). i) = P [Ty

Soit |¢;,) = —J\% le vecteur d’état normalisé. On remarque que

le ..... Xp p(xl) . p(xn)

€ ne

’ m —
el Nomion

= JP[T.]= Vi-6

Ainsi, on peut prendre m suffisamment grand pour que |¢],) soit une trés bonne approx-
imation de |)®". Pour m — +co, on peut choisir & — 0 et ||lg},) — [)®"||, = 0.

De plus, le nombre de termes de la base computationnelle dans la superposition |¢/,)
est le,5| < 2MHPED+E)  On remarque aussi que H(p(x)) = S(pg) = S(pf;). Ainsi, |¢},)
est décrit par m S (p;;) (ou bien m S (p})) qubits chez Alice (et Bob).

Nous décrivons maintenant comment Alice et Bob fabriquent |¢;,) & partir de paires
de Bell. Supposons qu’ils possedent n = m S(p@) =m S(pg) paires de Bell. Comme
nous I’avons mentionné avant, ils peuvent utiliser des qubits supplémentaires (auxili-
aires) dans chacun de leurs laboratoires. Alice utilise 2n qubits auxiliaires pour préparer
"chaque partie" de |¢,,) et utilise un protocole de téléportation (c.-a-d. des mesures de
Bell dans son labo et I’envoi de 2 bits classiques a Bob) pour transférer a Bob sa partie
de |¢;,). Nous avons étudié le protocole de téléportation dans un cadre plus simple au
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Chapitre 6 mais il est facile de voir qu’il est possible de le généraliser a la situation
présente.

Imaginons d’abord un seul terme de la préparation |¢;,) dans le labo d’Alice:
X1 ... Xda ® X1 ... Xm)A-copy- Etant donné que xj...X, est une séquence typique,
elle peut étre décrite par m S(p,) = m S(p;) = n bits et cet état est équivalent
aly...ym0...004 ® [y1...¥m 0...0)4-copy- Par exemple, on peut I’obtenir via une
opération de rotation de base chez Alice. Il est maintenant clair qu’Alice et Bob peuvent
effectuer le protocole de téléportation standard pour téléporter [y;...Ym 0...0)acopy
chez Bob et obtenir [y; ...y, 0...0)4®|[y; ...y, 0...0)p. Ensuite, grace a des rotations
locales dans chaque labo, ils reconstituent |xj ... Xy )4 ® |X1 ... Xu)B.

Bien siir, |¢),) est constitué de la somme sur les séquences typiques. Mais, puisque
toutes les opérations de mesures et unitaires de la téléportation sont linéaires, on peut se
convaincre que ces mémes opérations permettent de fabriquer |¢,,).

En résumé, nous avons décrit un protocole qui permet de fabriquer [)®" a partir de
n=msS (pﬁ) paires de Bell. On a donc certainement Egjuion(l)) > S (pg).

Il reste a prouver que le protocole décrit ici est optimal, c.-a-d. Egjuion([¥)) < S (pﬁ).
La démonstration de cette inégalité est omise ici.

Protocole optimal de distillation

Alice et Bob partagent m copies d’un état i) et veulent transformer [)®" en n paires
EPR |By)®". On s’attend a ce que n < m et donc, contrairement au protocole de dilu-
tion, aucun qubit auxiliaire n’est nécessaire.

L’ensemble des séquences typiques T, ¢ correspond a un ensemble "d’états typiques”
de la base computationnelle {le cooxa | (p.aoxp) € Tm,e}. Ces états engendrent un

. ®m ) . <
sous-espace de ’espace de Hilbert ((Cz) , appelé sous-espace typique, et noté 7, C

(C2)®m. On a bien sir la décomposition de I’espace de Hilbert (C2)®m = Tne ® Ty

. n . PPN 1 .
Soient P, et P, . les deux projecteurs orthogonaux associés a 7, et 7; .. Puisque

Pne +Pr = 1, on peut considérer des mesures projectives avec {SDM, P,tf}.

Alice effectue une mesure locale dans son laboratoire, ce qui transforme |)®" en
I’état proportionnel a

Pre @I = > NpOr) . plin) [xi1%2 ... X)a ® 11123 . X, )
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avec probabilité (Y|*"P, . ® 1|y)®" = P [T,.c] > 1 — € ou bien en I’état

Pre ® L™ = Z VPG - pC) iz x)a ® XXz X

.....

eT‘

ne

avec probabilité complémentaire P [T,fe] <e

On note que le premier état n’est autre que |¢;,). Le second état est perpendiculaire,
appelons le |¢/;-). Alice envoie & Bob un bit d’information pour indiquer si elle a obtenu
l¢,,» ou bien |¢/-). Ainsi, Alice et Bob ont transformé [14)®" en |¢/,) avec une probabilité
de succes supérieure a 1 — 6. On peut prendre 6 — 0 pour m — +co.

La prochaine étape du protocole consiste a transformer |¢),) en [By)®". C’est
I’opération de distillation. Tout d’abord, on remarque que |¢/,) peut étre décrit avec
n=mHX)=mS$ (p';;ﬁ ®) qubits puisque |T,¢| ~ 2% Alice et Bob peuvent faire une
rotation locale Uy ® Up telle que

Ua®Usglg,) =

\/ﬁ Z VPO - PO 1 Y0 0...004a®y1 ..., 0...0)p
f’lE V] Yn

€ {01}

Eventuellement, Alice et Bob peuvent laisser tomber les qubits [0...0)4 ®10...0)p.
Le reste peut étre dilué en n paires de Bell. En effet, les matrices densités associées a
cette expression sont

Pyl = Z POy V1 )1 Yalas

m
n,E \ 1 \’n

et leurs valeurs propres

_ PO .. V) - 2-n(H(X)-€)
Vi-Yn ]P [Tn’e] < 1 - 5

Pour 7 choisi tel que

2—n(H(X)—e)

- < 8.4
=5 < 3.4

le vecteur (27", ...,27") est dégradé par rapport au vecteur (4, .y, | (1 ...y,) € {0, 1}").

Le théoreme de la Section 8.1 affirme alors qu’il est possible de transformer Uy ®
Usg |}, en |Bgo)®" tant que I'inégalité (8.4) est satisfaite. La plus grande valeur de n
possible (avec ce protocole) et donc n = m(H(X) — €) + log(1 — 9). Pour €,6 — 0 et
n,m — +co, on obtient £ — H(X) = S(p@'B).

Pour conclure, mentionnons sans démonstration que ce protocole donne une valeur
3 n
optimale pour 2.
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Etats tripartites

Pour les systemes bipartites, nous avons identifié deux classes naturelles d’états: les
états produits et les états intriqués. Dans le cas multipartite général, la classification
des ressources offertes par I’intrication est un probleme beaucoup plus riche et encore
largement ouvert. Le cas tripartite permet déja de distinguer plusieurs classes d’états
intriqués qui ne peuvent pas étre obtenus les unes des autres par des transformations
SLOCC. Celles-ci permettent de partitionner 1’espace des états multipartites en classes
d’équivalence (disjointes) naturelles. Un protocole avec des opérations locales et de la
communication classique basé sur un état peut étre aussi basé n’importe quel autre état
de la méme classe d’équivalence (en effet, il suffit d’adjoindre au protocole la transfor-
mation SLOCC qui fait passer d’un état a I’autre).

Dans le reste de ce chapitre, nous discutons en détail le cas tripartite qui est bien
compris. Nous énumérons dans ce paragraphe 6 classes d’états tripartites et discutons
quelques une de leurs propriétés. L’ analyse mathématique détaillée et la preuve que ces
6 classes sont exhaustives est reportée a la Section 8.5.

Etats tri-produits

Un état tri-produit est un état de la forme |Y)apc = lpa) ® lgp) @ |oc) ou |¢;) €
C? arbitraire pour i = A, B,C. On peut prendre comme représentant de cette classe
d’équivalence I’état |0) ® |0) ® |0). Tous les états tri-produits peuvent €tre obtenus en
appliquant des opérations unitaires locales de la forme Uy ® Up ® U¢ au représentant
|0) ®[0) ® |0).

Etats bi-produits

On peut considérer des états ou A est produit alors que B et C sont intriqués: |Y)apc =
loa) ®|dae) avec |pa) € C? et [ppe) € C>®@C? intriqué. Un représentant naturel est 1 état
|0) ® |Boo) ou |Bgg) est 1’état de Bell |Byy) = \LFZ(IOO) + 1 1)). Tous les états bi-produits
peuvent étre obtenus en appliquant une opération unitaire locale sur Ux|0) = |p4)
sur A et une transformation de dilution sur BC pour transformer |Bgy) — |¢pc) =
cos 600) +sin @ |11) (voir Section 8.1). Pour obtenir |¢pgc) général, on remarque par dé-
composition de Schmidt qu’on a toujours |¢zc) = VAo lvo)s ®ltode + VA1 ly1)s® i1 )e
(ici, pglxive = Ailvids et pcliide = Ailiye avec 0 < A; < 1 et Ap + 4; = 1). 1l suffit donc
d’appliquer des unitaires locales Ug et Uc qui transforment les bases Upgli)g = |y;)p et
Ucli)e = lii)c si bien que (Up ® Uc)dpc) = Idpc)-

Par symétrie, on voit qu’il existe 3 classes d’équivalences d’états bi-produits corre-
spondants aux bipartitions A — BC (discutée ci-dessus), B — AC et C — AB. 1l est clair
que des opérations locales ne peuvent pas faire passer d’une classe a 1’autre. De plus,
il est également clair que les opérations locales ne peuvent pas transformer les états
tri-produits en bi-produits.
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Etats avec intrication tripartite

Nous montrerons au paragraphe suivant qu’il existe deux classes disjointes d’états in-
triqués sous la relation d’équivalence SLOCC: les états obtenus a partir de 1’état (GHZ) =
\L@(|000> +[111)) et ceux obtenus a partir de I'état [W) = %(|001> +1010) +[100)).

Discutons quelques propriétés qui distinguent ces deux états. Les matrices densités
P N . 2 A
réduites a 1 qubits sont p§H% = 11 et pY = 2(0)0] + 3/1)(1| (et de méme pour les
sous-systemes B et C). Localement, chaque partie posseéde une matrice densité diago-
nale. Autrement dit, chaque qubit se comporte localement comme une variable binaire

aléatoire.

La matrice densité a 2 qubits, disons du systeme AB, est pour GHZ:
GHz _ 1
pSHz = 5(|oo><00| +[11X11])

qui est aussi diagonale et équivalente a une variable aléatoire binaire. En particulier,
dans I’état GHZ, il n’y a aucune intrication bipartite. Par exemple, A et B ne peuvent
pas utiliser I’état GHZ pour de la téléportation ou du dense coding entre eux.

Pour W, la matrice densité a 2 qubits du systeme AB est

1
P, = 5{|00><00| +101)01] + [01)(10] + [10)01] +[10)(10]}

1 2
3100)001 + Z1Bor X(Boi

avec |By;) = %(IO]) + |10>). Ainsi, A et B partagent une ressource intriquée sous la

forme d’un état mixte non-séparable. Notons que si C décohere localement. pXVB est
inchangé et cette ressource intriquée est stable.

Hiérarchie sous les transformations LOCC

Une application du théoreme de la Section 8.1 permet de montrer I’existence de trans-
formations LOCC qui font passer des états |[GHZ) et [W) aux états bi-produits |0) ®|Bgo)
et des états bi-produits a I’ état tri-produit [0)®|0)®|0). Pour les représentants des classes
d’équivalence, ces transformations réussissent avec probabilité 1. Pour les autres états
des classes d’équivalence, le passage est effectué via SLOCC avec probabilité non nulle.
On note que ces transformations ne sont pas réversibles.

Analyse de la relation d’équivalence SLOCC

Caractérisation générale des transformations SLOCC

Nous formalisons la relation d’équivalence sous les transformations SLOCC dans le cas
général multipartite et donnons un critére utile pour décrire les classes d’équivalence.
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GHZ w

A® BC B® AC C®AB

A®B®C

Figure 8.2 Passages entre classes d’équivalences via des LOCC. Le passage inverse n’est pas
possible.

L application au cas tripartite montre que les 6 classes discutées a la Section 8.4 sont
les seules possibles.

Définition

Deux états i) et |p) entre les parties Aj, As, ..., A, sont dits SLOCC-équivalents
s’il existe une suite de transformations locales avec communication classique
(et résultat possiblement stochastique) qui opérent les transformations [y) <
|¢) (dans les deux sens). La classe d’équivalence d’un état |y) est constituée de
I’ensemble des états obtenus a partir de |y) sous ces transformations.

Clairement, 1’ensemble des transformations SLOCC est un groupe qui définit une re-
lation réflexive, symétrique et transitive. C’est donc une relation d’équivalence qui par-
titionne I’ensemble des états multipartite en classes disjointes (en effet, si deux classes
possédaient nu élément en commun, on pourrait relier tous les éléments de ces deux
classes entre eux par transitivité, ce qui impliquent que les deux classes sont identiques).

On peut se représenter une transformation SLOCC comme un ensemble d’opérations
dutype A|®A,®...®A, avec probabilités p;p ... p,. En effet, on peut collecter toutes
les opérations effectuées par A; (des unitaires ou des POVM) dans un produit de ma-
trices inversibles A} ® 1 ® ... ® 1 (avec probabilité p,), celles de A, dans un produit
1®A,®...91 (avec probabilité p,) et ainsi de suite. Les parties Ay, A,, ... A, peuvent
effectuer leurs opérations séquentiellement ou non et la transformation résultante sera
dutype A; @A, ®...®A,.

Deux états i) et |¢) sont donc SLOCC-€quivalents si on a
) =A1 ®A,®...®A,lp)

avec probabilité p1p, ... p, # Oet
lpy =A1®A,Q...@ A W)
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avec probabilité p p, ... p;, # 0.

Deux états i) et |¢) sont SLOCC-équivalents si et seulement si on peut trouver
des transformations locales inversibles telles que

W) =A1®A2®...@ Aylp)
oy =AT' @A ®...® A )

On considere d’abord le cas de transformations ot ¢’est uniquement A; qui fait
des transformations locales et Ay = ... = A, = 1. Le cas général n’est pas beau-
coup plus compliqué. Supposons d’abord qu’il existe une transformation locale
inversible telle que

by = A ® 1)
o) = A7' ® Ljy)

Puisque (Y1y) = (ple) = 1, il suit que (plA]A1lp) = WI(AT) AT'l¥) = 1. Donc,
{VPTAL NT=piA]A ) et { VaiAT", T = qi(A7))"A]"} sont des POVM tant que
0 < p1,q1 < 1 sont des probabilités suffisamment petites pour que plAIAl <1
et ¢1(A7")TAT! < 1. Gréce a ces POVM, on effectue la transformation ¢y — |¢)
avec probabilité p; et |p) — |i) avec probabilité g;.

Pour démontrer la réciproque, on commence par supposer qu’il existe une
transformation SLOCC avec probabilité de succes p; telle que |y) = A; @ 1|p).
On veut montrer qu’il est toujours possible de choisir A; inversible. Soient /l;(’ et
/1;." les valeurs propres des matrices densités réduites pﬁl et p[";l et soient |y;) et |7;)
les bases de la décomposition de Schmidt pour |¢):

) =\ o) @ vy + A% e © )

Si Uy, est I'unitaire pour passer de la base de Schmidt de la partie A; de |¢) a la
partie A de ), on a:

W) = U Unlw) @m0y + A Un ey @ 1r0)

Soit maintenant
_ Ay pid
A = > [xo){xol + > 1)yl
0 1
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On vérifie facilement que A; = Uy, A;.

A7 ¢

Fo1 _ 0 1

AL = | =5 odvol + 4| = el
Ay A

on a bien que A; est inversible avec A7' = A} U};l.

Puisque

Application aux états a deux qubits

Nous démontrons ici que les états produits et intriqués sont les deux seules classes
d’équivalence pour la relation d’équivalence SLOCC.

Soit |Y)4p un état pur bipartite. Alors, d’apres le théoreme de Schmidt, les matri-
ces densité réduites ont le méme rang. Donc, rang(ps) = rang(pp) = 1 ou rang(ps) =
rang(pp) = 2. Dans le premier cas, ps et pp sont des états purs |p4){pal et |op){os| et
donc [¥)ap = |pa) ® |pp) est un état produit. Puisque tous les états produits peuvent étre
obtenus a partir d’unitaires locales U4 ® Up agissant sur |0) ® |0) et qui sont inversibles,
le théoreme précédent affirme que les états produits forment une classe d’équivalence
avec représentant |0) ® |0).

Dans le cas de rang 2, le théoreme de Schmidt dit que

Wdas = VAo lo)a ® vods + VA1 lxida ® ly1)s

avec les A; et |y;) les valeurs propres non nulles et bases orthonormées de p,4 et pp. Par
transformation unitaire locale, cet état est équivalent a

10)a = VAo 1004 ®10)5 + VA1 (14 ®@[1)p

Puisque A9 + A; = 1, on peut poser YAy = cosf et A, = sin@. L’analyse faite a la
Section 8.1 ou bien la technique de preuve du théoréme précédent montrent que cet état
est SLOCC-équivalent 2 I’état de Bell |Byg) = %(|o> ®10) + |1) ® |1)). L'état de Bell
peut étre choisi comme représentant de la classe d’équivalence des états intriqués.

Application aux états a trois qubits

Nous montrons dans ce paragraphe que les classes d’équivalences des états avec 3 qubits
sont les 6 classes énumérées a la Section 8.4. Tout d’abord, considérons la bipartition A
et BC et les matrices densité réduites correspondantes p4 et ppc. D’apres le théoreme
de Schmidt, on a rang(p4) = rang(ppc) = 1 ou bien rang(p4) = rang(ppc) = 2.

Dans le premier cas, p4 et ppc sont des états purs dans [Y)apc = lpa) ® lppc). Pour
le systeme BC, d’apres ’analyse précédente, |ppc) est SLOCC-équivalent a |[0)g ® |0)¢
ou bien a |Byy) = %(IO)B ®10)c +|1)p ® II)C). De plus, |@p4) est unitairement relié
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a |0)4. Ainsi, trouvons dans ce cas deux classes de représentants [0)4 ® [0)g ® |0)¢ et
|0)4®|Boo)sc- Bien siir, en considérant les bipartitions B—AC et C—AB, le méme raison-
nement montre qu’il existe encore deux autres classes de représentants |[0)g ® |Bgo)ac et

[0>c ® |Boo)as-

Passons maintenant au cas ol rang(ps) = rang(ppc) = 2. Le théoréme de Schmidt
affirme que

WYasc = VAo lxoda ® do)se + VA1 [x1)a ® [b1)se

ol |y;) et |¢;) sont les bases orthonormales d’états propres de p4 et ppc et A; # 0 (car le
rang vaut 2). Par transformation unitaire locale sur A, cet état est équivalent a

VA0 1004 ® B0)sc + VA1 1104 @ 161)8c

Deux cas de figures se présentent: @) gc peut étre un état produit ou intriqué. Dans les
deux cas, des transformations SLOCC transforment |¢g)pc en |0)5®]0)¢ ou en \%(IO)B@)

[0)c+]1)pR]|1 )c)- La partie |¢; ) pc subit également 1’action de cette transformation, donc,
I’état total est équivalent a

Vag 10)4 ® 10)5 ® [0)c + Var [1)a ® |$1)sc (8.5

ol ag et a; sont réels non nuls (Notez que si a; = 0, on retrouve la classe d’états pro-
duits).

Supposons maintenant que |¢;)pc est produit: |¢;)pc = (sB |0) + 15 II)) ® (sc [0) +

tc |1)). On peut appliquer la transformation locale inversible

5E Bl 4 )
v2lo va) o )70
pour transformer 1’état en

1
V2

Il reste & considérer le cas oil |¢;)pc n’est pas un état produit. Nous montrons ci-
dessous qu’il est possible, sans perte de généralité, de poser |¢)pc = %(IOI) + IIO)).
Dans ce cas, I’état [y)4pc est équivalent a

Vag 1000) + \/§|101) + \/§|110)

1 .
O)’ on obtient

|GHZ) = (|000> + |111>)

. . . 0
En appliquant la transformation inversible X4 = ( |

Vo 1100) + 1/%‘|001>+ 1/%‘|010>
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Finalement, en appliquant la transformation inversible
1 (1 o](io)(l o]
— |V e 2
\3 (0 = o 1) 0 &

L
V3

11 reste & démontrer ’affirmation proposée ci-dessus: dans le cas oll |¢;)gc est in-
triqué, on peut choisir |¢;)pc = %(lOl) + |10)). En général, |$ )¢ est une combinaison
linéaire de |00), |01), |10) et [11) donc I’état (8.5) est

Vag 0) ® [00) + var [1) ® {x [00) +y [01) + 2 [10) + 1 [11)} =
(Vao 10) + x var |1))®l00) + vai [1) @ {y [01) + 210y + 1 |11)}

I’état obtenu est

W) = (IIOO) +1010) + IOOI))

A . . . 1 1 3
Grace a un changement de base inversible chez A avec la matrice ( 0 1)’ cet état est
équivalent &

@ [0)®[00) + B 1) @ {y [01) + 2 [10) + £ 1)}

ce qui montre que, sans perte de généralité, |00) peut &tre omis de |¢;)pc. Nous remar-
quons maintenant que

prc = @ 100)(00] + B2 {y 101) + 2 [10) + £ 1 D)}y 011 + 2 (10] + £ (111}

Donc, tous les vecteurs appartenant a 1’espace image de ppc sont des combinaisons
linéaires de |00) et {y 01)+z[10)+¢]|1 1)}. D’autre part, il faut exclure les combinaisons
linéaires qui donnent des états produits indépendants de |00) sinon nous serions ramenés
au cas oll |¢)p¢ est produit. Nous devons donc poser la condition que

A100) +{y 101) + 2 [10) + £ [11)}

ne soit pas produit pour tout A. C’est-a-dire At # yz YA*. Ceci implique ¢ = O (sinon il
existe A = = qui donne un état produit) et nous concluons que [11) doit étre omis dans

1) 5C-

4 Pour un état produit, (ao 0) + a1 [1))® (bo 10} + by 1)) = @ [00) + B 101) + ¥ [10) + 6 |11), la condition
ad = By doit étre satisfaite.
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Modele des Circuits et
Algorithmes Quantique

Ce chapitre est une premiere introduction au calcul quantique. Apres une breve in-
troduction historique (Section 9.1) et une discussion de la notion de circuit classique
(Section 9.2), nous introduisons le modele de Deutsch des "circuits quantiques” (1995,
Section 9.3). Comme nous allons le voir, ce modele sert a définir ce qui sera pour nous
un algorithme quantique, tout en fournissant une représentation treés concrete de ces
algorithmes. Enfin, nous illustrons ces notions grice a un algorithme quantique sim-
ple, mais important: 1’algorithme de Deutsch et Jozsa (Section 9.6). Cet algorithme
quantique contient déja la plupart des ingrédients d’une classe plus large, qui traite le
probléme plus général de la recherche de symétries cachées. Le célebre algorithme de
Shor (1997), permettant la factorisation d’un nombre entier en temps polynomial (par
rapport aux nombres de bits de I’entier) appartient a cette classe. Celui-ci fera 1’objet
du Chapitre 11. Il est suspecté, mais pas démontré, que cette famille d’algorithmes
quantiques permet une accélération exponentielle du temps de calcul, par rapport aux
algorithmes classiques.

Breve introduction historique

Un calcul est de facon ultime réalisé par un dispositif physique. Il est donc naturel
de se demander quelles sont les limites fondamentales que les lois de la physique im-
posent au calcul. Un travail précurseur fut celui de Landauer (dans les années 60-70)
qui montra que I’effacement d’un bit - un processus irréversible - est toujours accom-
pagné d’une dissipation de chaleur. Essentiellement, ceci provient de 1’augmentation
de I’entropie du systeme due a I’effacement du bit (perte d’information) et des lois de
la thermodynamique reliant la variation d’entropie d’un systeme au flux de chaleur en-
tre le systeme et son environnement. En conséquence, tout calcul utilisant des portes
logiques irréversibles (par exemple AND, OR) dissipe de la chaleur. Mais existe-t-il
un principe fondamental qui nécessite absolument une dissipation minimale de chaleur
lors d’un calcul ? Ou bien pourrait-on, en théorie du moins, éliminer la dissipation de
chaleur lors du calcul ? Une réponse positive a cette deuxieéme question a été présen-
tée par Bennett, Benioff et d’autres. Plus précisément, tout calcul irréversible peut étre
rendu réversible, grace a des portes élémentaires appropriées. Néanmoins, il y a un codt:
I’espace de stockage doit étre augmenté pour éliminer les effacements.

En I’absence de la chaleur générée par un calcul réversible, lorsque le support physique
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des bits atteint les dimensions moléculaires ou atomiques et que la température du sys-
téme est maintenue tres basse, le comportement quantique de la matiere et la cohérence
des états quantiques (le principe de superposition) deviennent importants. Il est naturel
de se poser la question suivante: quels sont les effets du comportement quantique de
la matiere sur le calcul ? Est-ce que les effets quantiques aident, ou bien au contraire
apportent-ils de nouvelles limites ?

Ces questions ont été soulevées et discutées par Feynman, Benioff et Manin au début
des années 1980. En principe la M Q n’apporte pas de nouvelles limitations. Au contraire
! Le principe de superposition appliqué a des systemes a plusieurs particules (plusieurs
qubits) nous permet d’effectuer des "calculs paralleles”. Ce "parallélisme quantique" ac-
célere les calculs classiques, et parfois méme de facon exponentielle. Cela fut reconnu
notamment par Feynman qui a fait valoir que les ordinateurs classiques ne peuvent
simuler des processus quantiques "efficacement” (du point de vue du temps de cal-
cul). Feynman a suggéré que nous devrions construire des "machines quantiques" pour
simuler efficacement les processus quantiques.

La raison fondamentale pour laquelle le calcul classique ne peut pas simuler effi-
cacement les processus quantiques est la suivante. Un état général quantique de N bits
quantiques contient une superposition de 2" "états classiques":

P) = Z Cby ... by)by ... by)
by...bye{0, 1}V

Ici|by... by) =|b1)®... ®|by) (avec b; = 0, 1) sont les états de la base dite "computa-
tionnelle". Une simulation classique de I’évolution du ket [¥') doit effectuer essentielle-
ment 2" calculs pour I’évolution de suite binaire classique (b; ... by). Au contraire,
la dynamique quantique unitaire U agit sur |¥) dans son ensemble (ou en parallele sur
chaque ket |b; ... by)). Un dispositif physique réalisant la dynamique unitaire U sur [¥)
peut étre considéré comme un ordinateur quantique.

Un calcul classique peut étre représenté par un modele de circuit construit a partir
d’un ensemble donné de portes élémentaires universelles agissant de maniere récursive
sur ’entrée du calcul. En 1985, David Deutsch a montré que la méme chose est val-
able dans le cas quantique. Notamment, toute évolution unitaire peut &tre assez bien
approchée par un ensemble universel de portes quantiques universelles.

Il existe aussi d’autres modeles d’ordinateur quantique, mais le modele de Deutsch
- un modele de circuit quantique - est le plus populaire aujourd’hui. Un des buts de
ce chapitre est d’expliquer ce modele. Une des raisons de sa popularité est qu’il s’agit
d’un modele universel: en principe, tout calcul quantique peut étre représenté comme un
circuit quantique construit a partir d’un ensemble restreint de porte logiques quantiques.
De plus, cette représentation est relativement concrete.

11 existe aussi une notion de machine de Turing quantique (analogue aux machines de
Turing classiques) qui est le cadre naturel pour discuter des classes de complexité quan-
tiques. II a été démontré que le modele de machine de Turing quantique est équivalent
au modele des circuits quantiques. Cet aspect ne sera pas abordé ici.
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Modele des circuits pour le calcul classique

Nous discutons brievement le calcul classique basé sur les circuits booléens. Consid-
érons les portes logiques classiques de base x; € F, = {0, 1}.

X1 —— X1 ——

x2 AND ——— x1 A X2 % OR ——Xx1 VX,
_ S x

X1 NOT X1 x —— COPY .

L’ opération COPY s’appelle aussi parfois FANOUT. Cet ensemble de portes peut
&tre utilisé pour définir les circuits Booléens.

Un circuit Booléen est un graphe acyclique (sans cycles) dirigé (les liens ont une
direction) avec n bits d’entrée et m bits de sortie. L’entrée peut toujours étre initialisée
a(0...0)cartout (x; ... x,) est obtenu par une série de portes NOT. Le schéma suivant
illustre cette définition avec un exemple de circuit Booléen.

0 NOT 1—
AND -
0 NOT 11— N P
OR
0 NOT 1— L S0
OR —>! NOT 0— COPY
00— L0

Un célebre théoreme d’Emil Post (~1950) montre que toute fonction f : F; — FJ
peut étre réalisée par un circuit Booléen. Plus précisément, pour toute fonction f :
F, — F7, il existe un circuit Booléen qui applique les entrées (x; ... x,) sur les sor-
ties (¥1 ... ym) = f(x1 ... x,). Le circuit est entierement construit avec les portes NOT,
AND, OR, COPY et est un graphe acyclique dirigé. On dit que I’ensemble des portes
(NOT, AND, OR, COPY) est universel.

La porte NOT est logiquement réversible. Cela veut dire qu’a partir de la sortie, il
est possible de récupérer 1’entrée. Les portes AND et OR, elles, sont logiquement ir-
réversibles. Il est impossible de reconstruire I’entrée a partir de la sortie. L’irréversibilité
logique entraine I’irréversibilité physique, c.-a-d. une dissipation de chaleur lors du cal-
cul. En effet, la perte d’information et I’augmentation d’entropie est reliée a un flux de
chaleur du systeme vers 1’environnement. La porte COPY, quant a elle, est logiquement
réversible, mais physiquement irréversible. En effet, 1’opération inverse
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X ——
X
X ——
efface un bit et, comme Landauer 1’a montré, cela entraine une dissipation de chaleur.
Bennett a montré que n’importe quel circuit Booléen peut étre simulé ou remplacé
par un circuit réversible. De plus, il existe un ensemble universel de portes logiques
réversibles (logiquement et physiquement réversibles). Nous n’allons pas donner cette

preuve ici, mais nous contenter de 1’idée essentielle: on peut toujours remplacer les
portes AND, OR et COPY par des portes réversibles a condition d’utiliser des bits

auxiliaires.
Commencons par la porte COPY. Elle pe
X ——4
0 ——4

ut étre remplacée par

———— X

p—— x

qui est une porte control-NOT (aussi notée CNOT) réversible utilisant deux bits. Le bit
supérieur est appelé bit de controle et celui inférieur est le bit de stockage, égal a 0 dans

I’entrée.

Pour les portes AND et OR, nous utilisons la porte de Toffoli. Celle-ci n’est rien
d’autre qu'un CCNOT (control-control-NOT) et utilise trois bits.

X —————— X
y——o——

z—— @ z®xy

Cette porte flip le bit z si les deux bits de
inchangé. La porte de Toffoli est effectivem

\ \ \
X 7 7 7
y — > >
V4 \ Fan) \ FanY \

4 A\ 4 A\ 4

TX,y,2z) =(X,y, Z®Xy)

contrdle x et y sont égaux a 1. Sinon z est
ent réversible, car

X

y

TX(x, y,2) = (X, Y, 2)
Z

La porte AND correspond au cas ot z = 0. Dans ce cas, T(X, y, 0) = (X, y, Xy) retourne

X Ay pour le troisieéme bit.
X ——¢—>— X
y——e——Y
0 ——D—— XY

TX,y,00 =Xy, xAYy)
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Pour la porte OR, on utilise

X NOT A—e—>— X
y NOT [—H—3——7 = TRy 0 =®@F.xVy)
0 NOT [>!—P—— 1®Xy=xVy

Résumons: un circuit Booléen utilisant { AND, OR, COPY, NOT} peut étre rem-
placé par un circuit utilisant les portes universelles { CNOT; Toffoli; NOT}. L’ensemble
{AND, OR, COPY, NOT} contient uniquement des portes a un et deux bits, alors que
{CNQOT; Toffoli; NOT} fait intervenir une porte a trois bits (Toffoli). On peut montrer
qu’il n’est pas possible de se passer de portes a tris bits si on veut la réversibilité d’un
circuit classique. Nous verrons que dans le cas quantique, cela est possible !

Circuits quantiques.

Les circuits quantiques sont analogues aux circuits classiques. En particulier, ils sont
construits a partir d’un petit ensemble de "portes quantiques” élémentaires. Une "porte
quantique” n’est rien d’autre qu’une opération unitaire qui agit sur un petit nombre de
qubits (typiquement un ou deux qubits). Ces portes sont réversibles, car une opération
unitaire est inversible, en effet YU = UTU = 1. Nous verrons dans des chapitres
ultérieurs comment elles sont réalisées en pratique. Nous commencons par discuter cer-
taines de ces portes élémentaires.

Portes a un qubit

Les portes & un qubit sont des matrices unitaires qui agissent sur les vecteurs d’état
de ’espace de Hilbert C2. Certaines de ces matrices joueront un rdle particulierement
important.

e Les trois "matrices de Pauli" :

Ce sont bien des matrices unitaires. (Attention: Y n’est pas unitaire, mais her-
mitienne, néanmoins Y est unitaire; X et Z sont unitaires et hermitiennes.) Les
circuits correspondants sont les suivants:

1b) b)
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b) [iv] (-1)""'1b)

b) (=1)°1b)

La porte X n’est rien d’autre que la porte NOT quantique. La différence princi-
pale avec le cas classique est que le qubit en entrée peut tre une superposition
cohérente des états {|0), 1)} (contrairement a un bit classique qui vaut soit 0, soit
1). Par exemple,

X(0) + BI1)) = 1) + Bl0).

Ainsi, I’action de la porte NOT est beaucoup plus générale dans le cas quantique.
Cette remarque est simple, mais cruciale et profonde (et s’applique a toutes les
portes quantiques discutées ci-dessous) !

1 1
= L
e La porte de Hadamard H = - ( | - 1)

1b) HIb) = 5 (10) + (= 1)I1))

Cette porte n’a pas d’analogue classique.

I 0
e Laporte T = (0 ei”/4)

. 0
|b> . elbﬂ/4|b> = { leiZ/4|1>

Elle agit sur les superpositions comme

T(l0) + BI1)) = 2l0) + Be™*|1)

1 0 1 0
. LaporteS:(O eWz):(o i)

|b> 8ibﬂ/2|b> :{ |l(|)1>>

Elle agit sur les superpositions comme
S (al0) +BI1)) = al0) + i[1)

Tres généralement, on peut montrer que toute matrice unitaire U 2 X 2 peut étre
approximée avec une précision arbitraire par des produits des matrices élémentaires H
et T. Notez que S = T2.
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Portes a deux qubits

Les portes a deux qubits sont des matrices unitaires qui agissent sur les vecteurs d’état
de I’espace de Hilbert C?> ® C2. La plus importante est la porte control-NOT quantique.

e La porte CNOT (control-NOT) est définie par:

lc) ———e—— ) control bit

ty ———P—— [c®1) target bit

Dans la base

1 0 0 0
0 1 0 0
el =], Welh=],t. Ihelo=| 1. Ihelh=|,
0 0 0 1
la représentation matricielle est
1 0 00
01 00
CNOT = 00 0 1
0 010

Nous remarquons que cette porte agit en général sur des superpositions cohérentes
d’états a deux qubits.

o Une généralisation importante est la porte control-U ou U est une opération unitaire
a un qubit:

lc) ’—L‘ lc)
) = ey = { £y sic=0

L] Ulty sic=1

Portes multi-control-U

Une généralisation des portes précédentes est

lc1) lc1)
|c2) lc2)
RN NS
k) [
|t> @ UC]CQ...Ck|t>

La porte U agit sur le dernier qubit si tous les qubits de contrdle sont égaux a 1. A
nouveau, il est important de remarquer que ces portes agissent sur des superpositions
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cohérentes d’états de base de I’espace de Hilbert C> ® - - ® C2. Ce sont des matrices
2" x 2",

En augmentant le nombre de qubits auxiliaires la porte multi-control-U peut étre
réalisée grice a une concaténation de control-control-NOT et un control-U. En effet, le
circuit suivant réalise bien I’opération control-U avec trois qubits de contrdle:

le1) lc1)
lea) lc2) + qubits de contrdle
les) lc3)
10) D D 10)
+ qubits auxiliaires
10) D I D 10)
) U Ucraes|r) qubit cible
La porte control-control-NOT s’appelle aussi porte de Toffoli quantique (la différence
avec la porte classique est que les entrées peuvent étre des superpositions d’états). Re-
marquablement, cette porte quantique peut €tre représentée par des portes a un & deux
qubits {T, S, H, CNOT}. En effet, on peut vérifier que
ley) ———¢— len)
le2) ———¢—— lc2)
[ty ———— [t cicp)
est équivalent au circuit suivant :
le1) [T Ien)
e2) r——r s}l
o A< 7 macy

Résumons cette discussion: Toute porte multi-control-U de dimension 2" X 2" peut
étre réalisée grace a I’ensemble {T, S, H, CNOT, U} ou U est une porte a un qubit. De
plus, nous avons aussi vu que U peut étre approximée avec une précision arbitraire par
un produit de matrices H et T
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Le modéle des circuits quantiques de Deutsch

Le dernier résultat du paragraphe précédent peut étre généralisé. Un théoréme important
affirme que toute opération unitaire agissant sur 1’espace a n qubits (c.-a-d. toute matrice
2" x 2™) peut étre approximée avec une précision arbitraire par 1’ensemble des portes
{T, S, H, CNOT}. Ce théoreme est a la base du modele des circuits quantiques.

La complexité du circuit dépendra du nombre de matrices utilisées pour approximer
I’opération unitaire a n qubits. Nous verrons par exemple que I’opération unitaire util-
isée pour la factorisation des entiers requiert O(polyN) portes quantiques élémentaires.
Cela n’est pas possible avec un circuit classique. Néanmoins, on sait qu’il existe des
matrices unitaires qui requierent un nombre exponentiellement grand (en n) de portes
élémentaires.

Définissons maintenant le modéle des circuits:

a). Un circuit quantique est graphe dirigé acyclique dont les vertex sont les portes {T,
S, H, CNOT} et les arcs "portent” des qubits («|0) + S|1)).
b). L'entrée est donnée par 1I’état produit:

0)®...®0)
c¢). La sortie est le résultat de I’évolution unitaire. Cette sortie prend la forme générale:

W)y = Z A(cy...cp)lcrcy...cn)
Cl...Cp
ol A(cj...c,,) sont des coeflicients complexes et |cic;...c,) = |c1) ® - - ® |c,,) sont les
états de la base computationnelle.

d). Finalement une opération de mesure est effectuée sur |¥) avec un appareil mesurant
dans la "base computationnelle” {|cc;...c,,), ¢; = 0, 1}. Le résultat de I’opération de
mesure est 1’état |c;...c,) avec probabilité |[A(cy...c,)| 2 (regle de Born). Le résultat du
calcul quantique est donc un résultat probabiliste. En pratique, 1’algorithme est bon
si la probabilité est concentrée sur le résultat cherché. La plupart du temps, on répete
I’expérience (le calcul du circuit) pour amplifier cette probabilité (nous verrons cela
en pratique).

Remarquons les points importants:

1. Des "qutrits" au lieu des "qubits" ne changeraient rien de fondamental (et la nature
offre des qutrits).

2. Faire les opérations de mesure a des stades intermédiaires ou bien a la fin ne change
rien.

3. Faire les opérations de mesure dans une autre base est équivalent a faire des opéra-
tions de changement de base - qui sont unitaires car toutes les bases de mesure sont
orthonormées - et donc a changer le circuit et faire la mesure dans la base computa-
tionnelle. Néanmoins, cela peut modifier la complexité (1a réduire ou I’agrandir).

4. Commencer avec une autre entrée est aussi équivalent a ajouter des opérations uni-
taires et donc a changer le circuit et initialiser avec 1’entrée |0, - - - ,0). Néanmoins,
cela peut modifier la complexité (la réduire ou I’agrandir).
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5. Il existe aussi d’autres ensembles de portes universelles.
6. Le calcul quantique est réversible (pas de perte d’information, pas d’augmentation

d’entropie et pas de dissipation de chaleur) car le circuit est une opération unitaire,
tant que 1’opération de mesure n’a pas été effectuée.

7. Une opération classique réversible peut étre représentée par une opération unitaire

quantique. En effet:

FO1 X, ) = (10X, y @ F(X1.0.X))
induit I’unitaire

Uplxi...Xn, y) = 12100, Y © f(x1...X,)).

Si la sortie f(x)...x,) possede m composantes, on prend y avec m composantes et
I’addition modulo 2 (le XOR) est faite composante par composante. On vérifie aisé-
ment que Uy est unitaire, en vérifiant que la matrice préserve le produit scalaire.

8. Le point précédent montre que tout calcul réversible classique est contenu dans le

modele des circuits quantiques.

9. Lapuissance du calcul quantique vient de I’action simultanée ou parallele de I’évolution

unitaire sur toutes les "suites classiques" c; ... ¢, d’un état de n qubits. C’est ce qu’on
appelle parfois le parallélisme quantique: celui-ci provient des principes 1 (superpo-
sition) et 5 (produit tensoriel des systemes composés) mis ensemble (Section 3.2).
La complexité du calcul est donné par la taille du circuit. Le résultat est aléatoire. En
général, il faut répéter un certain nombre de fois que le calcul quantique pour obtenir
le résultat voulu avec une probabilité proche de 1. Cette répétition peut augmenter la
complexité.

Le probleme de Deutsch-Jozsa

L’ algorithme de Deutsch et Jozsa est probablement 1’algorithme quantique le plus sim-
ple. Dans sa version initiale, il fut inventé par David Deutsch dans son article fondateur'
en 1985. L’algorithme fut ensuite amélioré par Deutsch et Jozsa (1992) et finalement par
Cleve-Ekert-Macchiavello-Mosca (1998). Cette version définitive fait clairement appa-
raitre que I’algorithme est le prototype d’une classe plus vaste, étudiée dans les chapitres
ultérieurs, basée sur la transformée de Fourier quantique et le principe d’interférence
des chemins quantiques. De plus, il constitue une trés bonne illustration d’un cas ol
I’on peut tirer parti du parallélisme quantique de fagon assez spectaculaire.

Formulons d’abord le probleme a résoudre. Soit

[ F, = Fy, (x1...x) > f(xy...x,) €10, 1}

une fonction booléenne dont on sait a priori qu’elle est constante ou balancée. La fonc-
tion est constante si I’image prend toujours la méme valeur quel que soit I’argument
(x1...x,). Notez qu’il y a 2" arguments possibles. Balancée signifie que pour une moitié

U Quantum Theory, the Church-Turing Principle and the Universal Quantum Computer Proc. Roy. Soc of
London A 400 pp 97-117 (1985)



9.5

9.5 L'Oracle quantique 141

des arguments (c.-a-d. 2"1), elle prend la valeur O et pour I’autre moitié (c.-a-d. 2"~")
elle prend la valeur 1.

Le probleme de Deutsch-Jozsa est un probléeme de décision avec Oracle. Cela veut
dire que I’on ne connait pas la fonction f mais que ’on a a disposition un Oracle (Figure
9.1) qui donne la réponse f(x; ...Xx,) pour toute entrée x; ... x, qui lui est soumise.

X1, X255 X, ORACLE - f Sfx, X2, 000 X,)

Figure 9.1 Oracle classique retournant les valeurs de la fonction f.

Le probleme est de décider si f est constante. Le nombre de questions nécessaires a
I’Oracle détermine la complexité temporelle de la résolution. Le but est de prendre la
décision correcte en posant le moins de questions possibles.

Discutons d’abord la solution classique. Si on se limite a utiliser un algorithme déter-
ministe, il existe des fonctions f pour lesquelles la complexité temporelle est de 2"~ +1,
c’est-a-dire exponentielle par rapport a la taille des entrées. En effet, supposons que f
soit constante et prenne la valeur O si bien que I’Oracle retourne toujours la réponse 0.
Si I’on pose strictement moins de 2"~!' + 1 questions a 1’Oracle, on n’a aucun moyen de
savoir si la prochaine réponse sera aussi 0. Par contre, si 2 1a 2"~! + 1-iéme question la
réponse est 0 alors on peut affirmer avec certitude que la fonction n’est pas balancée,
car si elle I’était, cette réponse aurait été 1.

Notons que si la fonction est balancée le nombre minimum de questions a poser est
deux et le maximum est 2"~! + 1. Le point important est qu’il existe des situations
défavorables qui nécessitent un nombre exponentiel de questions.

Nous allons voir qu’il existe un algorithme quantique qui permet de déterminer si f
est balancée ou constante avec une et une seule utilisation de I’Oracle et ceci quelle que
soit la fonction f. Cela est assez spectaculaire. Notons que par rapport a un algorithme
classique déterministe, le gain est exponentiel.

L'Oracle quantique

Pour chaque n on construit un circuit qui constitue I’algorithme. Les constituants du
circuit sont la porte quantique de Hadamard et un Oracle quantique. Ici, nous discutons
la modélisation de I’Oracle.

L’ Oracle quantique est une porte donnée (par la Nature par exemple; c’est-a-dire que
cela pourrait étre un systeéme physique) qui effectue I’opération unitaire suivante :

Uplxi oo X0, y) = 1210 X0, Y f(x01 ... X))
Cet opérateur agit sur un ket de Dirac a plusieurs qubits appartenant a 1’espace

CPRC*...C*eC?
N’

n fois
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et donne un autre ket appartenant au méme espace. C’est donc une matrice de dimen-
sions 2"+ x 27+l

L’Oracle agit comme une porte multicontrdle (c.-a-d. qu’il y a plusieurs qubits de
contrdle). Son circuit quantique est représenté sur la Figure 9.2.

A

) : : o)
Ix2) )
|
) )
) v 1Y@ FOxt. X2, )

ORACLE

Figure 9.2 L’Oracle quantique retourne le résultat de f stocké dans les bits auxiliaires.
Vérifions que 1’on a bien a faire a une matrice unitaire. Pour cela, il suffit de montrer
qu’elle préserve le produit scalaire. Prenons deux vecteurs
Uglxi ... x5, y) et Uglx] ... x,,)")
et effectuons les produits scalaires :
(x ...x,’l,y’IU;Uflxl e X, V) =X XY @ f XX X, YD (X X))
= (X)) O+ FO Xy + f(x . x)
= Oy o+ O, O+ S )y + (- x0))
= Oy, - - - O, Oyry
D’autre part

X7 X Yl X, ) = (X)) 1)

= 5x;x1 - 0xx,Oyy

9.6 Algorithme quantique de Deutsch-Jozsa

Le circuit de 1’algorithme quantique de Deutsch-Jozsa est donné a la Figure 9.3. L’algorithme
est initialisé dans 1’état (instant 7).
0)®---®|0)®[0) = [¥i)
I
n1ois

et se termine par une mesure dans la base computationnelle des n premiers qubits. Les
projecteurs utilisés dans la mesure sont

Py ...by) =|b1...by)b1...byl
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Préparation de I’état Analyse de
de superposition Fourier
I I | oo | | I
0 : — H : : : H :
0 = H [ SR A [~
e |
[ 1] ! | [ ]
10)2 ! T : . S [~
1
| | | : ! | |
A |
| | | : : | |
I I I : 1 I I
I I I | I I
10} | LA | i : | LA ] I EI
I I I ' . I I
! ! ! : [7, 1! ! ! ubit auxiliaire
0 : — U, : : a
1) | | H | 1 |_f| | | | non mesuré
. . . | S . '
ORACLE
fin 15) I3 Iy Iin

Figure 9.3 Circuit de I’algorithme de Deutsch-Jozsa.

Nous allons analyser 1’évolution temporelle effectuée par un circuit aux instants
1y, 13, t4 €t tg,. L’ état final est donné par

[¥an) = Ulthn, ti)|¥in) = Uthn, t) U (24, 13) U (13, 1) U (12, £0)| i)

Les opérations d’évolution de chaque tranche sont

Uty =(101®---91)®X
n fois

Ut ,h))=(HIH®---@H)®H
n fois

U(ty,13) = Uy

Ultin, ) =(HIH®-- -9 H)® 1

n fois
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Etat a I’instant #;.

U3, )U(t2, tin)¥in) =(HOH® - @ H)®HX |0)® - -- ®|0) ®|0)
—————— ————

n fois n fois
= (H|0)® H|I0)® - - - ® H|0)) ® HX|0)
n fois

=(i(|0>+|1>>®---®i(|0>+|1>>)®H|1>

v v

1 1 1
=|—(0 1 @ — (|0 1 —(|0) = |1

(\/§(|>+|>)® ®\5('>+'>))®\5('> 1)

1 1
=|= by ...by)|®@ —(10) = 1)) = |¥},)
[22 blz; l ) V2 ‘

A cet instant, I’entrée est une superposition cohérente de toutes les entrées classiques
possibles. Le dernier bit \/Li (10 = 1)) est un bit auxiliaire qui va servir a stocker le
résultat de 1’Oracle.

Etat a Pinstant #,.

1 1
Ults, 5)|¥,) = Ufz_% Z by ---bn>®(—|0> - |1>)
bib

V2
1 ( 1 1
=— —Uflbl...bn,O)——Uf|b1...bn,1))
: Z(lw buo fb1 .- b)) = =11 ... b, T b)>)
= — — ... Dy, 1...04)) — — R 7 ... .0y
R AR V2 1
Notons que si f(b; ...b,) = 0 le terme entre parentheses vaut
0)-11
Ibl...bn)®| )~ 1)
V2
et que si f(b;...b,) = 1le terme entre parentheses vaut
1)-10
Ibl...b,,)®| )~ 19
V2

On peut donc écrire I’état a I’instant #4 comme suit:

1
25

[0) — (1)
(=Dt b ®

Cet état est a nouveau une superposition cohérente ou I’Oracle a déphasé chaque entrée
classique de 0 i 7 suivant que” 1’image de f soit 0 ou 1.

Etat a Pinstant 7,. On applique finalement 1’opérateur unitaire H@ HQ - - - ® H ®1,
—————

n fois

2 Care =1ete” = —1.
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ce qui donne par linéarité :

10y — 1)
Pin) = | ~1)/""Hiby® -+ ® Hlb,) | ®
[¥in) Eb%( ) 1b1) b |® =
Notons que
1 1
Hb)y = —(10) + (=D"I1)) = — > (=D%lc)
2( ) \/ECZO,I
si bien que
1 1
Hb)®---@Hlby) = — (10) + (=D 1)) ® - - - ® — (|0) + (=)™
b1 %) \/§<|>+( )"'(1)) \5(|>+< )Pr(1))
1
=— > D"epy®-® > (=D"c,)
ﬁc;I c,%l
1 n
= DUDERe ey

Ainsi

1 : 0o 1
|Wen) = Z {i hzh (_1)f(b1...bn)(_1)2f:1 blu} lcr...cp) ® % 0y = [1))

L’état final est a nouveau une superposition cohérente d’états classiques affectés

C1...Cp
d’amplitudes

1 P
i Z (- 1)f(b| '--bn)(_l)z/':] bic;
by...b

Les amplitudes contiennent de 1’information sur la fonction f. Si nous les connaissions
toutes, nous pourrions en fait déterminer cette fonction. Mais la seule chose qui est a
notre disposition est la totalité de I’état |g,) (pris dans sa globalité) et la seule chose
que nous puissions faire, pour extraire de l’information, est une mesure.

Derniére étape de I'algorithme: la mesure

Appliquons le postulat de la mesure. Si nous mesurons I’état des n premiers qubits dans
la base computationnelle{|c; ...c,),c; = 0, 1}, I’état est projeté (ou réduit) sur un des
états |cy ... c,) avec probabilité (regle de Born ou postulat de la mesure)

P [cy...cn] = [carré de I’amplitude devant |c; .. . c,)]
2
1 " ah
ﬁ Z (_1)f(b1-..bn)(_1)2;:1 cib;

by...b,

La signification de cette assertion est la suivante : tant que la mesure est faite une fois sur
un unique état [Pg,) 1’état final observé est un des états |c; ... ¢,) etil n’y a aucun moyen
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de prédire lequel. Si I’on dispose d’un ensemble d’états |5, ), en répétant 1’expérience
plusieurs fois, la fréquence des observations |c; . .. c,) est donnée par IP [c; ... c,].
Calculons cette probabilité. Si f est constante on trouve

2
1 —
P [Cl . ~Cn] = ﬁ Z (—I)Zizl cib;
by..h
1 n 2
= — _1\¢cibi
- 22n bz;, l_l[( 1)
1...by i=

2

= [ (00 )

i=1

{ 1 si(cy...cy))=(0...0)

0 dans tous les autres cas

Donc si f est constante nous observerons certainement (0. . . 0) (c.-a-d. avec probabilité
1) en faisant une seule expérience ! Par contre, si f est balancée on constate que

2
=0

1

P[O...O]zﬁ

Z (- 1)f(b1 .by)

by...b,

et on n’observera certainement pas (0. ..0).

En conclusion : apres le processus de mesure si (0. .. 0) est observé on peut conclure
“f constante” et si autre chose est observé on peut conclure “f balancée”. Remarquable-
ment, il suffit de faire I’expérience et d’utiliser I’Oracle quantique une seule fois ! Ceci
n’est pas typique des autres algorithmes quantiques: nous verrons par exemple que pour
I’algorithme de Shor il faut faire 1I’expérience plusieurs fois pour amplifier la probabilité
de succes.

Note sur la complexité de I’algorithme. En général, nous devons distinguer la com-
plexité du circuit et celle de 1’algorithme proprement dit. Dans ce cours, la complexité
des circuits sera mesurée en termes de deux grandeurs, la "profondeur” et la "largeur".
La taille du circuit est alors définie comme le produit (pro fondeur)x(largeur). Ici le cir-
cuit contient 3 tranches de temps intermédiaires: on dit que ce circuit a une profondeur
égale a 3 (ce qui est important ici, c’est qu’elle est O(1)). Si le temps élémentaire requis
pour effectuer une porte quantique (par RMN par ex) est de 7 alors le temps de calcul
du circuit est de 37. La largeur du circuit est donnée par le nombre de bits d’entrée
plus le nombre de bits auxiliaires, ici n + 1, et représente le nombre de calculs que le
circuit quantique effectue a chaque tranche temporelle. La taille du circuit de DJ est
donc 3(n + 1) = O(n). Finalement, quelle est la complexité de 1’algorithme lui-méme
7 Puisqu’on peut résoudre le probleme de DJ en posant une seule question a 1’Oracle,
I’algorithme possede un temps de calcul O(1) avec un circuit de taille O(n).
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Cl
O @
Cl

Figure 9.4 L algorithme DJ a été réalisé par Résonance Magnétique Nucléaire sur les molécules
de CHClI;. On agit sur deux qubits associés aux spins nucléaires des atomes H et C entourés

Quelques remarques sur les réalisations expérimentales

Nous reviendrons sur les réalisations expérimentales a la fin du cours. Ce paragraphe
peut étre omis en premiere lecture.

L’algorithme de DJ fut un des premiers algorithmes quantique a &étre réalisé expéri-
mentalement (2001) pour le cas n = 1 par la résonance magnétique nucléaire. Cette
expérience utilise un liquide de CHCI; (le chloroforme, fig. 9.4). Pour n = 1 il faut
deux bits quantiques, un pour I’entrée et un bit auxiliaire pour stocker le résultat de
I’Oracle. Ceux-ci sont matérialisés par les spins nucléaires de 1’atome d’hydrogene H
et de carbone C. Les portes de Hadamard et 1’Oracle peuvent étre réalisés en manipulant
ces deux spins nucléaires par des champs magnétiques radiofréquences. Un des prob-
Iémes principaux est de préparer toutes les molécules du liquide dans I’état initial |00).
En effet, on ne peut pas se débarrasser completement des fluctuations thermiques qui
induisent des transitions vers les autres états pour une fraction des molécules du liquide.
Pour augmenter #, il faut prendre de plus grosses molécules avec des atomes appropriés.
Ceci pose un probléme ("scalability problem") parce que plus la molécule est grosse,
plus les niveaux d’énergie sont nombreux et rapprochés (le spectre devient continu en
quelque sorte) et il devient de plus en plus difficile de manipuler sélectivement les bits
quantiques grace a des transitions de radiofréquence. Plus récemment, I’algorithme de
DJ a aussi été réalisé griace aux technologies des pieges a ions et des cavités résonantes
(cavity QED). Toutes ces expériences sont limitées a un faible nombre de qubits (< 10
qubits).
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Algorithme de Simon

Dans ce chapitre, nous étudions un algorithme qui contient déja les ingrédients essen-
tiels qui interviendront dans 1’algorithme de Shor. (Chapitre 11) En fait, ce dernier peut
étre vu comme 1’une des généralisations possibles de celui de Simon. Le probleme
classique de Simon est un probleme avec oracle qui ne peut pas étre résolu par un al-
gorithme classique aléatoire non-exponentiel (une preuve de cette assertion existe). Par
contre, comme nous le verrons, il existe un algorithme quantique (aléatoire) qui ré-
sout le probleme et qui posseéde des complexités temporelles et spatiales polynomiales.
Ainsi, nous connaissons au moins un probleme avec oracle pour lequel il est mathé-
matiquement prouvé, que le calcul quantique offre une accélération exponentielle par
rapport au temps de calcul classique. Cela n’implique pas que ce soit vraiment le cas
aussi pour des problemes sans oracle, bien qu’il soit assez naturel de le conjecturer (&
cause notamment de I’algorithme de Shor).

Le probleme de Simon

On se donne une fonction de n variables booléennes telle que
fF =X xr.o.x) b f(x...x) X
ou X est un ensemble fini et
fx1...x)=fO1...y,) © =Y ou ¥X-y=a

pour un vecteur @ fixé. Pour nous familiariser avec une telle fonction, on peut se faire
I’image suivante. Il y a 2" vecteurs d’entrée X. Prenons un tel ¥ et considérons son parte-
naire ¥+ d. La fonction satisfait f(¥) = f(¥+d). De plus, si X et y sont différents mais ne
sont pas partenaires (c’est-a-dire ¥—y # a) alors f(¥) # f(3). Le nombre de valeurs que
prend la fonction est égale au nombre de paires (¥, ¥ + d@)', c’est-a-dire % =21 Ainsi
la cardinalité de X est nécessairement |X| = 2"~!. Un exemple est donné 2 la Figure 10.1.

! Mathématiquement, chacune de ces paires forme une classe d’équivalence pour la relation d’équivalence
suivante: ¥ ~ § & f(X) = f(7) et 'ensemble de ces classes d’équivalence forme une partition de F7.
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©11) /2 11
7 : 1( )

a=(001) | @ Ll i~
L& — 101
A \\ \ aon

©010) "' Lo (110)

(OOO)@’ — 0 (100)

Figure 10.1 Probléme de Simon dans le cas n = 3. On cherche le vecteur @ = (0,0, 1). Chaque
ellipse représente une classe d’équivalence sur laquelle la fonction f est constante. Les points
entourés sont des représentants arbitraires des classes d’équivalences. Le circuit quantique
retourne les vecteurs du plan perpendiculaire a d

Le probleéme classique a résoudre est le suivant. On dispose d’un oracle :

F—[f]—r®

et on doit déterminer d en posant des questions a 1’oracle. Avec un algorithme classique
déterministe, on est assuré d’avoir la réponse en posant 2"~! + 1 questions 4 1’oracle (au
pire), et en 2 questions (au mieux). Mais de facon générique, le "temps de calcul" de ce
procédé est exponentiel. Considérons maintenant 1’algorithme aléatoire suivant:

1. Soumettre ¢ paires de questions (f](l), )?2(1)), e, ()Z’l(q), )?2(4)) al’oracle. On soumet les
paires aléatoirement uniformément sur I’ensemble des paires (on s’assure que deux
vecteurs d’une méme paire sont distincts);

2. Si pour au moins une paire i la réponse est f' ()‘c’l(’)) =f ()2'2(” ) en déduire @ = )?1(’) - )?2(’)
et déclarer: SUCCES;

3. Sinon (pour toutes les paires la réponse est f (J?](')) £ fi ()?2(’))) déclarer: ECHEC;

Calculons le temps de calcul nécessaire a une probabilité de succes d’au moins 1 — €.
D’apres le principe d’exclusion,

P [SUCCES] < > P [f(%") = f(%,")]

Pour chaque terme on a P [ f()?l(i)) = f()?’z([))] = ﬁ;_l) puisque le nombre total de

paires est @ et le nombre total de paires avec égalité est 2"~!. Donc

PP [SUCCES] < 2”—q_1

Si on demande IP [SUCCES] > 1 — €, on trouve
g=(1-e2"-1) (10.1)
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Tant que € est fixé, il faut un nombre exponentiel de questions avec cet algorithme
spécifique.

En fait, il est possible de montrer que tout algorithme classique aléatoire requiert
un nombre exponentiel de questions’ et qu’essentiellement on ne pas faire mieux que
ci-dessus (avec le calcul classique).

Par contre, nous verrons qu’il existe un circuit quantique simple, fonctionnant avec
un oracle quantique, qui permet de déterminer d@ avec probabilité 1 — € en un temps
polynomial O (In(e) poly(n)) (et comme d’habitude, la "complexité interne de 1’oracle”
n’est pas prise en compte). L’ oracle quantique est représenté par I’opérateur unitaire

UylX,2) = X, 2+ f(X)

Comme f(¥) prend 2"~! valeurs, il faut n — 1 bits pour représenter ses valeurs et donc
pour Z aussi.

10 1)

o —— v+ s

Nous pouvons traiter en fait un probleéme un peu plus général par le méme circuit
quantique. Sa formulation est la suivante. On peut penser a FJ comme a I’espace vecto-
riel des vecteurs binaires a n composantes. Soit H un sous-espace vectoriel de dimension
k (si on remplagait FJ par R" alors H serait un hyperplan a k dimensions passant par
I’ origine, comme montré a la Figure 10.2).

2
R R2

k
Hcontient2 = vecteurs

classes d’équivalences

Figure 10.2 A gauche: Le sous-espace vectoriel recherché H (si on remplacait F % par R"). A
droite: les classes d’équivalence sur lesquelles f est constante (si on remplacait F, par R").
On se donne un oracle qui sait calculer
f:F —>X X f(2)

tel que f(¥) = f() © X -y € H. Dans I’exemple précédent H = {0,d} était le
sous-espace vectoriel unidimensionnel généré par d. Le but est de déterminer une base

2 Voir A. Y. Kitaev, A. H. Shen, M. N. Vyalvi "Classical and Quantum Computation" Graduate Studies in
Mathematics vol 47, American Mathematical Society (2002) pp 117.
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de vecteurs de H en posant le moins de questions possible a 1’oracle. Quelle est la
cardinalité de X ? Si dimH = k alors H possede 2k vecteurs binaires. En effet, tout
vecteur de H peut s’écrire blh_; + bzh; +...+ bkh_;( avec b; = 0, 1. De plus, F n’est rien
d’autre que ’ensemble de tous les "hyperplans" translatés de H. Puisque f(¥) # f(3) si
X et ¥ n’appartiennent pas au méme hyperplan, on doit avoir |X| = %—: = 2nk,

Circuit quantique pour I’algorithme de Simon

Le circuit de I’algorithme est représenté a la Figure 10.3. Sa largeur est 2n — k et sa
profondeur est constante (égale a 3). En d’autres termes, la taille du circuit est O (n).
Ci-dessous nous analysons en détail 1’évolution de 1’état quantique au cours du temps.

Préparation de I’état Analyse de

de superposition Fourier
| — [ o b [ [
N N ! ! N N
| | ' ' | |

1 1
I I ' I I

10y ———— H [— : —— H ——7
I I ] ! I I
I I I I
| | : it E | |
| . :
I I E : I I
] ] ! ] ]
0, | H | : : | H : >
I I ! I I
1
(0y®—) : ! : [v. B ! ! qubits auxiliaires

I I o I : I I non mesurés
. . N oo . .

ORACLE
tin 151 %) thin

Figure 10.3 Circuit quantique pour 1’algorithme de Simon. Au total il y a n + (n — k) qubits. On
ne fait pas d’opération de mesure sur les n — k qubits auxiliaires.

Létat initial a I’instant f;, est
Wiy =10)®... ®]|0)®]0)
—_——— ——
n qubits n — k qubits

N

A I'instant #;, on obtient 1’état

Ul o)) = (H®... @ Hel, ) |0)® ... ®0)®0)
N e’ N— ————— ——
n fois n qubits n — k qubits

=H0)®... ® H0)®|0)
1 .

- . x,,0
L x;lxl Xn, 0)
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Pour obtenir I’état a I'instant 1,, on agit avec U(t,, 1) = Uy.

1 5
U, 1)U, tin)Win) = 27 Z Uplxr ... x,,0)

X1 Xy

1

:2% Z|x1...x,,,f(x1..-xn)>

X1.. Xy

Avant de procéder plus avant, analysons la structure de cette somme. Tout vecteur
X1 ... X, € FJ peut se décomposer en

5
V+h

ot ¥ caractérise 1’hyperplan (il y en a 2" %) et heH (voir Figure 10.2). On peut toujours
choisir un représentant pour chaque hyperplan. Dans la suite on se donne un ensemble
de tels représentants v, et les > portent sur cet ensemble de représentants. Donc

l - -,
Ul )W) = = " D [+, f(7+ )

25 £ L
V. heH
1 Lo
=55 2 2T
V heH

ol on a utilisé f(V + h) = f(). Il reste a calculer I’état & 'instant z4, :
1 ®n - 7
Ultin, tw)l¥in) = 7 D ) H™" @ Lyl + i f7)
vV heH
Calculons

HO'[F+ 1) = Hyv, + 1) ® ... ® Hv, + hy)

1
= (10y + (=D ™) @ ... @ (10} + (1) 1))
1 ke
= o7 D (CDFROTIy )
Y1 Yn

L’état a I’instant final (avant la mesure) est :

i) = 37 3 3, D DEP5) @ 1)

v heH YeF,
1 iy hy
= 5 2, 2D e lf @ § Y D™
Vv VEFZ heH
Si y € H* (I'hyperplan perpendiculaire® 2 H) on a
DT =Y = H =2
heH heH

3 Par définition H- = {7 | ¥-7=0 mod 2 Vi € H)
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Par contre si y ¢ H* il existe un vecteur non-nul de H, h?), tel que

-

V-hy#0 mod?2

Grace au changement de variable h=H+ h?;, on obtient :

Z(_l)fl'f — Z}(_])(f?’ﬁfo)-}7

heH WeH

= (DT Y T

eH
Notons que (—1)}7097 = —1 (cary- hy 0 = y- ho = 1 dans le cas binaire). Cela implique

Z(—l)ﬁ‘}7 =0 pour V¢H"
heH
En conclusion, seuls les ¥ € H* contribuent a I’état final qui peut s’écrire,
1 oo
i) = 5 D D™D @ 1F@)

yeH+ ¥

A ce stade, le circuit quantique produit 1’état [V, ). Pour en extraire une information,
il faut encore faire une mesure dans la base computationnelle sur les n premiers bits.
Les projecteurs associés a ce processus de mesure sont

P)'r’ = |)_7’><)_7)| ® 1y

Ou 1 représente le fait que les qubits auxiliaires ne sont pas mesurés. L’état apres la
mesure est
PyWhn)
1P en)l

avec la probabilité
P [¥] = (Wil Py Phin)
e Siy¢ H ona,
Py[Wn) =0

Donc

e Siye H'ona,

1 v -
Pil¥in) = 2 D) D DD G o 1f )

y7€1'-1i Vv

1 .
=M 5 Z(—l)”‘ylf(v*»
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Il s’ensuit que,

P[5l = 5 LY Sy |f>Z< DREVICANG)

et v
: 2n'_k si ye H*
10 si ¢ H*

Donc apres une mesure on obtient un vecteur uniformément aléatoire entierement con-
tenu dans H*.

Analyse probabiliste de I'algorithme
Nous allons analyser le temps de calcul de 1’algorithme suivant:

1. Initialiser le circuit avec |0,) ® |0,—¢) et faire une demande a 1’oracle quantique.
2. Mesurer I’état final [¥5,). la mesure fournit y € H+.

3. Ttérer n — k fois les points 1 et 2 pour obtenir ¥y, ..., ¥,, des vecteurs de H.
4

. Siyi,..., V.« forme un ensemble de vecteurs indépendants, c’est une base de H-.
Calculer la base duale de H, h Ly onns ﬁk par les méthodes usuelles d’algebre linéaire
(p-ex. élimination gaussienne). Output : "SUCCES et donner la base de H;

5. Si,..., V. n'est pas un ensemble de vecteurs indépendants, donner "ECHEC".

Montrons que la probabilité de succes lors d’un round 1 — 5 est > }1. Pour cela, il

faut montrer que quand on tire uniformément des vecteurs aléatoires avec remise dans
H*,ona

P [¥.,..., Y. indépendants] >

FNp-

Preuve : Supposons que nous avons tiré y;. Il faut que ¥, # 0 et ceci a lieu avec

probabilité = 22,1 kl Malntenant tirons y,. Il faut que y, # {6, Y1} et ceci a lieu avec

2n—k
contient 22 vecteurs. Donc ¥3 ¢ spani{j, 7} avec probabilité =
réflexion, on trouve :

une probabilité = . Ensuite tirons ¥. Il faut que ¥3 ¢ Vect{y1,y}. Or, Vect{y;, >}
on—k_n2
2n—k

. En itérant cette

P [¥,..., Y.k indépendants]

2n—k _ 20 2n—k _ 21 2n—k _ 22 2n—k _ 2m—k—1
= Zn—k ) Zn—k ’ 2n—k ..... 2n—k

n—k

1_[(1 - —) —exp(ZIn 1— —

j=1

En utilisant que In(1 — x) > —x(2In2) quand 0 < x < % (Figure 10.4), cette probabilité
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Figure 10.4 Une inégalité utile

est supérieure a :

I
>~

2|~

> exp{—(2In 2)

-}

<.
]
—_

> exp{—(2In 2)

Ngk
2~

4>|~l

-}

.

=exp(-2In2) =

Puisque la probabilité de succes lors d’un round est >

> 4, la probabilité d’avoir au moins
un succes lors de T rounds est

IP [au moins un succes avec T rounds] = 1 — (1 — P [succes 1 round])”

= -off

Celle-ci est > 1 — € si et seulement si :

[In €]

oT>
lIn 3|
En résumé, on a une probabilité de succes > 1 — € avec O(|In €] ) rounds. Le temps de
calcul de chaque round est: O (n) pour I’itération des points 1 et 2, plus O n3) pour le
calcul classique de la base duale. Donc nous avons un algorithme probabiliste polyno-
mial avec temps de calcul O (Iln eln’ ) Rappelons que la taille du circuit est O (n).
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Note sur le calcul de la base duale

Soit i, ..., Y. une base de H* donnée par 1’algorithme. Les vecteurs de H sont or-
thogonaux, c’est-a-dire satisfont au systeme d’équations :

A3 =0

ﬁT ')_))n—k =0

Ce systeme possede K solutions distinctes Ry, ..., Hy formant une base de H. On peut
écrire le systeme sous forme matricielle

S

A" (V1 - Vi =0
e —

matrice des vecteurs colonne nx(n—k)

Donc /7 est dans le noyau d’une matrice de rang n—k. Puisque dim(noyau)+dim(image) =
[

rang
n on doit avoir dim(noyau) = k. C’est-a-dire qu’il existe k solutions indépendantes

4 i . . . A .
hy...h pour le systtme d’équations ci-dessus. Celles-ci peuvent étre effectivement
trouvées en résolvant le systeéme par élimination gaussienne, ce qui requiert en général
0] (n3) opérations.
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Factorisation et Algorithme de
Shor

L’un des développements les plus spectaculaires du calcul quantique est 1’algorithme de
Shor. 11 s’agit d’un algorithme de factorisation pour les entiers de complexité polyno-
miale dans la taille de I’entier.

Le théoréme fondamental de 1’arithmétique nous assure que tout entier N peut étre
décomposé de facon unique en un produit de nombres premiers. Etant donné les facteurs
de N, il est facile de vérifier que le produit de ces facteurs redonne N. Plus précisément,
supposons que N = p - g avec p et g deux nombres premiers a2 O(b) bits. Si p et g sont
connus, la vérification N = p - g peut se faire facilement avec O(bz) opérations. Par
contre, étant donné un entier général N avec O(b) bits, on ne connait pas d’algorithme
polynomial permettant de calculer p et ¢ (on ne sait méme pas s’il en existe un ou
non). On connait plusieurs algorithmes plus rapides que O((l +eb ) pour tout € > 0. Le

1
meilleur algorithme connu possede un temps de calcul O(exp(%b) *(log b)% ) Concrete-

ment, un des records’ relativement récents de factorisation atteint le 12 décembre 2009
pour un nombre a 232 décimales (b=768 bits) a utilisé des centaines de processeurs sur
deux années de calcul.

Comme nous le verrons plus tard, I’algorithme de Shor permet une factorisation en
temps polynomial avec un circuit quantique de taille polynomiale. L’ algorithme de Shor
résout en fait un autre probleme de théorie des nombres appelé la recherche de I’ordre.
Il est connu depuis 1976 (environ) que la factorisation peut se réduire a la recherche de
I’ordre.

Pour analyser la complexité de 1’algorithme de Shor nous aurons aussi besoin de
quelques notions supplémentaires sur les fractions continuées et la fonction d’Euler.
Celles-ci ainsi que la réduction de la factorisation a la recherche de I’ordre sont exposées
dans la section suivante.

Une parenthése de théorie de nombres

Factorisation basée sur la recherche de 'ordre

Soit N = pi'p3 ... p* avec p; # 2 et k > 2. En d’autres termes, N ne contient pas de
puissance de 2 et N n’est pas la puissance d’un nombre premier unique (N # p¢). Notez
que les puissances de 2 sont aisément extraites, car il est facile de voir si un entier et

! Voir http://en.wikipedia.org/wiki/RSA_numbers#RSA-768
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pair et de diviser par 2. De plus, si N = p¢ il existe une méthode efficace pour trouver p
ete.
Algorithme de factorisation basé sur la recherche de I’ordre.
a. Choisir aléatoirement uniformément a € {2,..., N — 1} et calculer
d = PGCD (a,N)

grace a I’algorithme d’Euclide (de complexité O((log2 N )3)).
b. Sid > 1 nous avons un facteur non-trivial de N car d divise N. On garde ce facteur
et on retourne a 1’étape a.

c. Sid = 1 (c’est-a-dire que a et N sont premiers entre eux) on calcule le plus petit
entier r tel que
a” =1 (mod N).
Cet entier s’appelle I’ordre de a (mod N) aussi noté r = Ordy(a). Pour cette
étape, on ne connait pas d’algorithme classique polynomial. C’est I’étape qui
sera traitée par I’algorithme de Shor:
d. Supposons que r soit impair. Output Fail et retourner a I’étape a.

e

Si r est pair alors on sait que:

Notez que N divise a” — 1. Donc il y a a priori 3 possibilités:

el. N divise aZ — 1. Ceci est en fait impossible, car alors on aurait a? =1 (mod N)
et 5 serait I’ordre.

e2. N divise a? + 1. C’est-a-dire > = —1 (mod N). Output Fail et retourner a
I’étape a.

e3. N partage des facteurs non-triviaux avec a2 — 1 et a? + 1. Par exemple si
N = pq il faut que p divise a* — 1 et que ¢ divise a* + 1 (ou vice-versa). En
d’autres termes,

. =PGCD (a? + 1,N)

sont non-triviaux d; > 1 et d_ > 1 et nous avons 2 facteurs non-triviaux
de N. Ceux-ci sont calculés grace a 1’algorithme d’Euclide (Complexité
O((log, N*)).

f. Vérifier si le produit des facteurs trouvés dans les étapes précédentes vaut N.
Si ce n’est pas encore le cas, retourner a I’étape a.

Nous voyons qu’en présence d’un oracle qui permettrait résoudre I’étape ¢, la com-
plexité d’une expérience (un round) provient uniquement de I’algorithme d’Euclide
qui est O(b3). Néanmoins, cette expérience est probabiliste (étape a) et nous devons

nous assurer que la probabilité de succes est non-négligeable. En fait on peut prouver
P [succes] > %. Cela implique qu’avec T = % expériences (rounds) on peut amplifier

cette probabilité de succes a IP [succes en T rounds] > 1 — €.
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Lors d’un round, les seuls outputs Fail interviennent en d et e2. Cela correspond a
I’évenement

(r est impair) ou (aé = —1 (mod N))
Ainsi

P [échec] =P [(r est impair) ou (a% = -1 (mod N))].

Théoreéme. Soit a pris uniformément aléatoirement dans {2,..., N — 1}. Soit r le plus
petit entier satisfaisant a a” = 1 (mod N). Alors IP [échec] < %.

Nous ne donnons pas de preuve ici. Ce théoréme assure que la probabilité de succes
de I’algorithme de factorisation basé sur la recherche de 1’ordre est d’au moins % lors
d’un seul round. En faisant des ronds successifs, il est possible d’amplifier cette proba-
bilité¢ a 1 — € (¢ <« 1). Comme d’habitude, le nombre de rounds requis est de 1’ordre de

O(ln€|).

Fractions continuées

Dans ce paragraphe, nous donnons, sans démonstration, quelques résultats de théorie
des nombres, utiles pour le développement ultérieur de 1’algorithme de Shor.

Tout nombre réel peut étre développé en fraction continuée. Ici nous discutons ce pro-
cessus uniquement pour les fractions rationnelles. Prenons un exemple. Soit la fraction
x= %. Les étapes successives de 1’algorithme d’Euclide du calcul du PGCD (263, 189)
sont:

263 =1-189+74

189 =274 + 41
T4 =1-41+33
41=1-33+8
33=4-8+1

On voit que PGCD (263, 189) = 1. Etant donné qu’a chaque fois on divise par un nom-
bre > 2, le nombre d’étapes (de lignes ci-dessus) est de 1’ordre de log,(263), c’est-a-dire
log,(N) en général. De plus, chaque division requiert O((log2 N )2) opérations. Donc le
nombre total d’opérations pour 1’algorithme d’Euclide est O((log2 N)3). Maintenant,
pour obtenir le développement en fraction continuée, on procede de la sorte:

@—1+£—1+L—1+ :
189 189 %_ 41
2+ —
74
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1+
2+

1+

1+ —
33

4+ -
8

On dit que le développement en fraction continue est

263
= S 132:1;1;4:8
5o = 52 148

La forme générale du développement est :

x =[ap;ai;...;al
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X =ap+

as+ ...

Six>1lonaay > letsix <1onaag = 0. De plus, ce développement n’est pas

unique, car on peut toujours écrire le dernier terme + comme —-——. Ainsi
ay (a,—D+1
n T

x=lao;ai;...;a,-150,) = [aosay; ... an_15a, — 151]

Mais a cette ambigiiité pres, le développement est unique. De plus, on peut le rendre
unique en déclarant que I’on choisit toujours le développement le plus court possi-
ble. Le nombre d’opérations requises est le méme que pour 1’algorithme d’Euclide,
O((log2 N )3) ou N = max(numérateur, dénominateur). La longueur du développement
est O((log, N)).

Définition: Notion de Convergent. Soit x = [ag;a1;as; . .. ;a,] un développement en
fraction continuée de x. On appelle convergents les séries tronquées [ap; a;; az; . .. ; apl,
1 < m < n. Ces convergents sont des nombres rationnels
e _ Pm
[a07a]7a2a e 7am] - -
qm

Théoreme: Propriétés des Convergents. Soit p,,/q,, |’ensemble des convergents d’une
fraction x. Alors

a) PGCD (p, gm) = 1 (pwm €t g, sont premiers entre eux) et

X — ’;—'” < qu (les convergents forment de bonnes approximations).
b) Réciproquement, toutes les approximations de la forme p/q avec p et g premiers

entre eux, telles que ‘x - §| < q—lz sont données par I’ensemble des convergents de

x. On peut donc calculer ces approximations de facon systématique.

Pour nous, c’est la propriété b) qui sera utile dans 1’analyse de 1’algorithme de Shor.

Fonction d’Euler

Pour un entier » > 2, on dit que a € {1,2,3,...,r — 1} est premier avec r (a is coprime
with r) si PGCD (a,r) = 1. Le nombre de tels entiers a est donné par ¢(r), la fonction
d’Euler. Si N est premier, N = ponabiensir:a=1,2,3,...,p—-letep(p)=p—1.
En général, on montre que si

N =pi'ps... p¢
est la décomposition (unique) en facteurs premiers de N,

@(N) = e(p{)e(p3) ... e(pf

e1—1 er—1

=P p =P (=D g (= 1)
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Exemple. Si N = 9 les a premiers avec N sonta = 1,2,4,5,7,8 et donc ¢(9) = 6. On
vérifie (9) =313 -1)=6

L’inégalité suivante (valable pour r assez grand) sera utile pour nous:

>
¢ = iy

Le dénominateur InIn 7 croit extrémement lentement. Par exemple pour r = 1019 (ce
qui représente un nombre a 1000 décimales) on a Inlnr = In(10001n 10) = 31n 10 +
Inln 10 < 8. En d’autres termes, étant donné r, une fraction appréciable des r — 1 nom-
bres inférieurs sont premiers avec r (dans I’exemple cette fraction est supérieure a 1/32).
Cette propriété peut étre ré-exprimée comme suit. Fixons r et tirons k € {1,2,...,r} au
hasard, uniformément, (c.-a-d. avec probabilité %). Alors:

o, 1

PIPGED (k) = 1] = == > 7=

(11.1)

Le membre de droite de I’inégalité décroit trés lentement: on pourra y penser comme
étant O(1) (méme si cela n’est pas vrai bien sir!).

Recherche de la période d’une fonction arithmétique

Comme nous 1’avons expliqué, on peut ramener la factorisation d’un entier N a la
recherche de I’ordre d’un nombre a pris au hasard dans {2, 3, ..., N—1}. L’ordre Ordy(a)
est le plus petit entier r tel que

a” =1 (mod N).
En d’autres termes, nous cherchons la période de la fonction arithmétique

Jan 1 Z—>Z
x = fan(x) = a* (mod N).

Cette période (ou I’ordre) est le plus petit entier 7 t.q.

Jan(@) = fan(x + 1), Vx €Z.

Nous commencons donc par étudier un algorithme général de "recherche de la période
d’une fonction arithmétique".
Soit f : Z — Z de période inconnue

fx)=f(x+r), Vx e Z.

Comme nous serons obligés de travailler avec un nombre fini de bits, nous allons tron-
quer Z a % =1{0,1,2,...,M — 1} ol M est choisi bien plus grand que r : M >> r.
Ici, MAZ est le groupe additif des entiers pris (mod M). En fait r est inconnu, mais nous
supposons que ’on connait une borne supérieure, et qu’il est donc possible de choisir
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M >> r. Par exemple, pour la recherche de I’ordre, nous savons que r < N. Nous ver-
rons dans ce cas que M = O(N?) est suffisant.

Tout d’abord, il nous faut représenter les entiers x € {0,...,M — 1} par des états
quantiques. Nous prenons (sans perte de généralité) M = 2™ et notons que x peut &tre
représenté grice a son expansion binaire

X = 2m_]xm_1 + 2’”‘2xm_2 +...+ 22)62 +2x1 + Xxo,
avec m bits

X = (Xp-q ... X0).
| —

dev binaire de x

En particulier (0...0) = 0et(l...1) = 2™ — 1. Il est donc naturel de prendre comme
espace de Hilbert

H=C’0C*®...0C?,
—,,——
m fois

et de stocker I’entier x dans un état quantique |x) € H construit a partir de m qubits (m
systémes a 2 niveaux: spins nucléaires, polarisation des photons ... )

) = [Xu-1) ® ... ®|x0) = [Xp1 ... X0).
La fonction f est comme d’habitude représentée par I’opération unitaire

Up:1x)©10) = Ug(lx) @10)) = [x) ® |f(x))

ot |0) et | f(x)) sont des états a m qubits (dans 1’algorithme de Shor, on calcule f(x) (mod N)

et donc m bits suffisent certainement). Nous aurons aussi besoin de la "Transformée de
Fourrier Quantique" (Section 11.6) définie par :

M-
OFTIx) = Z Py = s Y vy (11.2)
y=0 ‘0 v Ym—-1
€{0,1}"
Cette opération est linéaire, c.-a-d. que si [¥) = M ! o Cxlx), alors

M-1

QFT|¥) = Z ¢, OFT|x).
x=0

On peut aussi montrer que 1’opération est unitaire : ceci est un prérequis important
pour pouvoir la réaliser grice a un circuit quantique.

11.3 Circuit pour la recherche de la période

Le circuit de I’algorithme de recherche de la période est représenté sur la Figure 11.1.
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Préparation de I’état Analyse par
de superposition transformée
de Fourier
I I I I
] '_| ] ] ]
0 ———{# , —17
| | | |
I I I I
] '_| ] ] ]
02 ———{# — , —17
| | | QFT |
| | | |
I I I I
I I I I ’
L e =
|0>m ] H ] I I /7'
I I I I
I I I I
101 [ [ [ [
: : : : qubits
| | | | auxiliaires
I I I I non mesurés
I I I I
|O>m T T T T
| | | |
H t 13 Iy

Figure 11.1 Circuit quantique pour la recherche de la période d’une fonction arithmétique.

Le circuit pour Uy dépend de la fonction spécifique. Pour la recherche de I’ordre,
nous prendrons la fonction f(x) = a* (mod N) et verrons comment réaliser son circuit a
la Section 11.7. Le circuit pour QF T est réalisé a la Section 11.6.

Calculons maintenant 1’évolution de 1’état initial (z;):

0)®]0)=10...0)®]0...0).
———— — —
m fois m fois

Juste apres les portes de Hadamard (#,):

1
®m m __ Qm
H®"0...0)®0)°" = o7 E [Xm=1 - .. X0) | ®[0)""™.

- X0+ X
m fois 2[0 1"}':”1
,

C’est un état de superposition cohérente sur toutes les entrées classiques. Il peut aussi
s’écrire de fagon plus compacte:

| Ml
— lx) | ® |0)Y®™.
%
Apres Uy (13), nous obtenons I’état:

1

M-1
D elf().
M x=0

=]
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Exploitons le fait que f est périodique pour réorganiser cette somme. L’intervalle [0, M—
1] est décomposé en morceaux de longueur r, sauf pour le dernier qui sera plus court
(Figure 11.2). Les entiers dans la premiere période sont xg € {0, 1,...,r—1}. Si M était

=15 r=3

01234567 8 910111213141516

M=16 M-1

—_— M M\ ) —
période  période  période | . -

période
morceau

période

Figure 11.2 Exemple de décomposition de {0,1,...,M — 1} pourr =3 et M = 16

un multiple de r, on pourrait représenter chaque x comme

x=xp+jravec0<j< ——1.
r

Dans le cas général (voir Figure 11.2) on aura
x=xp+ jravec0 < j<A(xp) -1,

et A(xp) un entier dépendant de xy qui doit satisfaire
M-—r<xy+Alxp)—Dr<M-1.

Nous avons :
r—1 A(xp)—1
D o+ jry®|f(xo + jr))

D@l == 3.
1

J=0
r—1 A(xg)-1

:_Z Z |xo + jr) ® |f(x0)).

X0

1 M-1

S

1
\/M X0 j=0

Finalement, nous agissons sur cet état avec QFT. L’état obtenu (z,) est :

r—1 A(xo)-1

] ]
W) =—= > > QFTlx + jry® |f(xo))
M-1
. (xp+,

| A=t .
DT ) @ | f(x0)
y=0

Jj=0

Cette derniere expression est 1’état final [W5,) juste avant la mesure.
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Le Processus de Mesure

Il reste maintenant a analyser 1’opération de mesure. Tout d’abord, il nous faut choisir
une "base représentant 1’appareil de mesure". Celle-ci est formée par 1’ensemble des
projecteurs.

Py =0 ® Lysm,  y€{0,1,2,...,M -1},
L’ état quantique résultant juste apres la mesure est (2 une normalisation pres)
Py|¥)6n
avec la probabilité
P [y] = (WfinlPy[¥5in)-
D’abord, on calcule Py|¥5,),

1 . 27 20X Y Qi L
Pyl¥) = 2 > |78 Y0 S )@ |f ().
0

X0=0 j=
Puis (W5l Py|Whn) = (Pinl Py Py[Phin). Cela donne

2

| A= ‘

_ 27ti 5=

PI=gm 2| 2, &
0= =

Remarquons que les différents termes de la somme sur xo n’interferent pas, car les kets
| f(x0)) sont orthogonaux entre eux.

Analyse de la probabilité [P [y]

Traitons d’abord le cas (irréaliste) simple ou M serait multiple de r.
Dans ce cas, A(xg) = % et donc

M_q 2

P Iy = oz| ) %
j=0
Siy=k¥ aveck=1{0,1,...,r—1},0ona
i = 2k — .
Si bien que IP [y] = #|%|2 = % Puisque cette probabilité doit se sommer a 1, nous en

déduisons qu’elle est nulle pour toutes les autres valeurs de y # k%. Cette distribution
est représentée sur la Figure 11.3.
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P[y]
L 1
‘ ‘ T
>
1 2 ~1
0 -M ‘M Y
r r T

Figure 11.3 Distribution de probabilité des résultats de mesures pour M multiple de r.

La mesure donne avec probabilité 1 une valeur de y de la forme
M
y=k— avec ke{0,1,...,r—1}.
r

Puisque M est connu, grice a la valeur de y donnée par la mesure, nous calculons ;.
Deux cas de figure se présentent a nous:

<

'f et PGCD (k, r) = 1. Alors nous pouvons trouver k et  en simplifiant la fraction

< "au maximum" jusqu’a ce que les numérateurs et dénominateurs n’aient plus

M
de facteurs communs. Nous trouvons ainsi r.
= ]f et PGCD (k, r) # 1. Alors nous ne savons pas jusqu’ou simplifier la fraction

(et n’avons pas de facon systématique de trouver k et r).

S

En "pratique" nous ne savons pas a priori si k et r sont premiers entre eux ou non.
Ainsi nous adoptons la procédure suivante: dans tous les cas, simplifier la fraction 1?7/ au
maximum, et tester si le 7 trouvé est une période de f(x) ou non.

La probabilité de succes est la probabilité d’avoir PGCD (k,r) = 1 quand k est tiré
uniformément dans {0, 1,...,r — 1}. D’apres ce que nous avons appris dans le chapitre
précédent (équation (11.1)):

PIPGED (k.r) = Lk€{0.1,....r =1l = == 2 gy

Puisque r < M, nous avons une probabilité de succés pour une expérience:

1
1P[succes]24ln1nM (— 4ln21nm)'

Bien que cette probabilité soit faible, nous pouvons 1’amplifier en faisant tourner le
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circuit plusieurs fois. Au bout de T expériences (ou "rounds"):

1 T
IP [aumoins 1 succesauboutde Trounds] > 1 -1 - ———| ,
4Inln M

ce qui peut étre rendu proche de 1 — € si on prend
T = O(|ln €| Inln M) = O(|ln m||In €|).
En effet:

1 T
1-(1- >1-€
4In M

T 1
Ine>Th(l- ——
) cmes= n( 4lnM)

>|1-
‘_’6—( 4In M

olne>-T

o M (M grand)

< T >4(Inln M)|In €

Passons maintenant au cas général ou M n’est pas un multiple de r.

Nous allons utiliser un Lemme technique (la démonstration n’est pas donnée ici). Une
illustration graphique de son contenu est fournie par la Figure 11.4. En gros, le Lemme
affirme que la distribution de probabilité IP [y] est concentrée sur les entiers proches des
fractions kM/r.

Lemme. Soit / = U,’(;(l)[k% - %,k% + %] = U,’;(l)lk une union d’intervalles disjoints /.
Alors,

Plyel]l=

W

Ainsi, les mesures fournissent des entiers y proches de k% aveck € {0,1,...,r— 1}
avec probabilité au moins %
Lorsqu’une mesure donne y € I, cela signifie qu’il existe k entier tel que

M 1 M 1
k——-—=<y<k—+—,
r 2_y_ r 2

ce qui est équivalent a
k 1
Y <

“ =

G (11.3)

Maintenant supposons que nous prenions M > r>. Alors cette inégalité entraine,

y k

M r

Comment pouvons-nous déterminer k et r a partir de y et M ? D’apres ce que nous
avons vu dans la théorie des fractions continuées, si le PGCD (k,r) = 1, alors ';‘ est
nécessairement un "convergent" du développement en fractions continuées de Ay—4 Ilya

1
< 22 pour ke {0,1,...,r—1}.
r
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Ply]
E\é\’é\ M >
1 2

-1
0 —-M —M r
T T T

M

Figure 11.4 Distribution de probabilité fournie par les mesures. L’aire hachurée est superieure a
%. Notez que les intervalles /; ont une longueur 1 et sont distants d’environ M/r >> 1.

un nombre fini de "convergents" car ]f—4 est rationnel, et ceux-ci peuvent étre systéma-
tiquement calculés grace a 1’algorithme d’Euclide (en temps O((In M )*). Par contre, si
PGCD (k, r) # 1 on ne peut pas affirmer que lf est un convergent de }f—,[ et n’avons, dans
ce cas, pas de moyen systématique de calculer & et r.

Nous adoptons donc la procédure suivante. Nous calculons tous les convergents de
% (grace a I’algorithme d’Euclide) et examinons leurs dénominateurs . Pour chacun
de ces dénominateurs, nous testons si ¢’est une période de f(x). Le succes est assuré si
PGCD (k,r) = 1, ce qui a lieu avec probabilité O(m).

Récapitulons. Quel est la probabilité de succes lors d’une expérience avec le circuit
quantique ? Le circuit quantique est initialisé dans I’état |0) ® |0). L’évolution unitaire
conduit a I’état [Wgna)), apres quoi on effectue une mesure. Cette mesure donne 1’entier
y. Pour en déduire r avec succes, il faut remplir deux conditions:

e yelpouruncertaink € {0,1,...,r—1}.
e Etant donné y € I, il faut PGCD (k,r) = 1.

Donc:

2 1
> = .
P [succes] > 5 X s

En itérant I’expérience T ~ O(|In €| InIn r) fois, on peut amplifier la probabilité de suc-
cesal —e

Le circuit de la QFT

Dans ce paragraphe, nous montrons comment réaliser le circuit de la QFT. Rappelons
I’équation que doit implémenter le circuit (11.2):
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M-1
1 v 1 xy
QFT|x) = — ez’”ﬁly) = — ez’”ﬁlym_l . Yoy
VM VZ:;‘ 2mi2 yo{-(-)-z:,\l’/ix—l

el

On peut se convaincre que pour M = 2, on a QFT = H (la porte de Hadamard):
1
(QFT)y=2lxy = —=(10) + (=D)*[1)).
V2
Pour M =4,

(QFT)y-alx) = —= (10 + €31 +¢™12) + £75713))

Bl-

1
4
1
V2

En notation binaire x € {0, 1,2, 3} est représenté par

(|oo> +¢3901) + ™ (10) + %31 1))

<|

inx 1 iZx
(1) + e™1)) & N (10) + €'311)).

x=2x;1+x9 , Xo,x1 €1{0,1}

o ) o .E N .
si bien que "™ = X1 im0 = (—1)% et !3¥ = ™1 e/3% = (=) /3% On trouve alors

1 1 x
(QFT)p=4lx) = —(10) + (=D)™|1)) ® —(10) + (=1)"e'2™|1}).
= o )
Cette factorisation est a la base de la réalisation du circuit de la QF T. La factorisation
suggere le circuit de la Figure 11.5.

) — —H]—

SWAP

(QFT)p=4lx1X0)

[x0) —

Figure 11.5 Circuit de la (QFT)-4.

La premiere opération SWAP échange les deux qubits. Elle peut étre réalisée par trois
portes CNOT (Figure 11.6).

[x1)

|x0)

D
A\

N
WV
U

1)

[
\J

[xo0) A\

Figure 11.6 Circuit pour un SWAP.

La seconde opération de la Figure 11.5 est une porte de Hadamard agissant sur |x;)
pour produire \/%(IO) + (—1)*|1)). La troisieme opération est un "phase shift" contrdlé
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par le premier bit xy: si xo = 0 il n’y a pas de phase shift et le second bit reste dans
I’état \%(IO) + (=1)™|1)); par contre si xo = 1, il y a un phase shift et le second bit est
transformé en %GO) + (=1)*¢'3|1)). Enfin, la derniére porte de Hadamard agit sur |xg)

pour produire %(IO) + (=)™ |1)).
Le circuit général de la QF T est obtenu par une généralisation des remarques ci-
dessus.

QFT générale

Lemme. Pour x € {0,1,..., M — 1} et M = 2™

m

(10) + T |1y)
QFT|x)=| | ———— 2.
Y

Démonstration. Rappelons que la formule de 1a QFT est donnée par (11.2):

= =
QFTIx) = —= ) &™ily)= = ) &7|y).
VM y_zo 22 ;
Chaque y € {0, 1,...,2™ — 1} possede un développement binaire

-1 -2
y=2"" Y + 2"yt + 2y 4+ 00
=2y +yo
oty = 2"2y, | +...+y;. On décompose la somme sur y en une somme avec
yo = 0 et une somme avec yy = 1 (cela revient a séparer les y pairs et impairs.)

om=1_1 om=1_1

- it 1 2midh
OFT) = -2 ) & )el0)+ - ) ") ell)
y'=0 =0
1 7S '
=[— Z 62”’2'"“Iy’>]®(|0>+e2"'”ll>)-
2 =0

Cette factorisation peut maintenant étre répétée sur la premieére parenthese. La
seule différence est que m — m — 1. On obtient

om-2_1 . .

1 271'1'L ” |0> + e |1> |0> + en! |1>

OFT) =| o= 3 & F |8 o |
= 2

" V2 V2

y’=0
En itérant ce procédé, on obtient le résultat du lemme.

La derniere étape consiste a remplacer x par son développement binaire (comme nous
I’avons fait pour M = 4)

x=2"T it o+ 2250 + 21 + X,
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ce qui implique pourtout 1 </ <m

GATE = i pitx i iR
Ici le point crucial est que les bits x; avec i > [ ne contribuent pas. Remplacant cette
expression dans la formule du lemme, on trouve la décomposition finale qui permet de

construire un circuit:

m (|0> + el eiz,",xo|1>), (11.4)

OFT|x) = ]_[ 5

I=1
La Figure 11.7 représente le circuit correspondant a cette derniere formule pour m =
4,c.-a-d. M = 16.

lx3) —

|x2) —

lx1) —

|x0) —

L#1]—

SWAP t OFT|x3, X2, X1, Xo)

11.7

Terme /=4 de (11.4) Terme /=3 de (11.4) Terme /=2 de (11.4)Terme /=1 de (11.4)

Figure 11.7 Circuit de la QFT pour 4 qubits.

On peut se convaincre que 1’opération de SWAP requiert O(3m) portes CNOT . D’ autre
part, le nombre de portes H et déphasages contrdlés est

_m(m+1)
= T
La profondeur du circuit est donc de I’ordre de O(m?). Cette profondeur indique com-

ment le temps de calcul pour la QFT augmente avec la taille des entrées. D’autre part,
la largeur du circuit est m. Ainsi la taille totale est profondeur x largeur = O(m?).

m+m—-1)+...+1

Circuit pour U, ,

Dans la Section 11.3, nous avons donné un algorithme aléatoire de factorisation d’entiers
N basé sur la recherche de la période de I’exponentielle modulaire. Plus précisément,
pour a t.q. PGCD (a, N) = 1, on cherche la période de la fonction f, y(x) = a* (mod N).
Ceci est équivalent a la recherche de Ordy(a) = r c.-a-d. le plus petit entier r t.q
a” =1 (modN).
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Nous devons trouver un circuit qui réalise I’opérateur unitaire correspondant Uy, ,
(Figure 11.8).

|Xm,1> - | — |xm71>
[x0) —— U — |xo0)
0y, ——| Jan |
|a* (mod N))
10}, —— —

Figure 11.8 Représentation unitaire de I’exponentielle modulaire

Notons d’abord que

om-1

Tt g 2x|

m-2
2" X2

a*=a oata®

_ (azm—l))fmfl (aszz)xmfz o (az)xl axU.

11 est possible de pré-calculer les puissances {a,a?,a*,a®, ..., a?""'} en un nombre poly-
nomial d’opérations. En effet, on part de a qui posséde m bits (au plus). Son carré a® se
calcule en m? opérations. Puisque a” est pris (mod M), a®> posséde aussi m bits au plus.
Le carré de ce dernier a* = (a?)? se calcule en m? opérations, et ainsi de suite. En itérant
ce procédé m fois, on va jusqu’au calcul de a®""'. Ainsi on peut pré-calculer toutes ces
puissances en O(m?) opérations. Il existe des circuits classiques réversibles pour faire
ce calcul, et puisqu’ils sont réversibles, ils peuvent aussi étre rendus quantiques (c.-a-
d. unitaires). Finalement, pour calculer a*, en vertu de 1’identité ci-dessus, il suffit de
prendre le circuit de la Figure 11.9.

Ixm—] > |xm—] >
|xm72> |x’”*2>
1) lx1)
|x0) * |x0)

[1)@m a2 . % |a* (mod N))

Figure 11.9 Circuit pour I’exponentielle modulaire.
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La profondeur de ce circuit est O(m?), sa largeur O(m) et sa taille O(m*).

Résumeé de I'algorithme de Shor

Nous sommes maintenant en mesure de résumer la totalité de 1’algorithme quantique de
Shor pour la factorisation d’un entier N.

input: N impair et avec au moins deux facteurs premiers distincts.
output: facteur non trivial de N.

temps de calcul: O((In N Y(nln N)|In €) pour une probabilité de succes  supérieure
al-e

taille du circuit: O((In N)?).

Algorithme:

1. Choisir uniformément aléatoirement a € {2,...,N — 1}.
2. Calculer PGCD (a, N) = d par I’algorithme d’Euclide:

e sid>1— SUCCES; on a un facteur,

e sinond = 1 — aller a I’étape 3.

3. Calculer Ordy(a) (i.e trouver le plus petit r tel que a” = 1 (mod N)). Pour cela,
utiliser le circuit quantique avec m qubits et 2" = M ~ N2. Faire une mesure quan-
tique et considérer le résultat y. Calculer les convergents de 3 (gréce a I’algorithme
d’Euclide). Trouver si r se trouve parmi les dénominateurs de ces convergents en
testant " = 1 (mod N).

o sioui (la théorie assure que c’est le plus petit possible) — aller a I’étape 4,
e sinon — ECHEC.
4. Vérifier si r est pair et a” # —1 (mod N)
e sioui — aller a I’étape 5,
e sinon — ECHEC.

5. Calculer PGCD (cﬁ +1, N) et PGCD (cﬁ -1, N). Cela donne deux facteurs non triv-

iaux de N (grace a I’algorithme d’Euclide).

La probabilité de succes d’un tel "round" est O (m) et sa complexité (temps de cal-

cul) O ((ln N )3). On peut amplifier (comme d’habitude) la probabilité de succes a 1 —€ en
faisant O (InIn N) rounds. Le temps de calcul total sera alors O (Iln €|(Inln N)(In N)3).
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Algorithme de Grover

Dans ce chapitre, nous étudions un algorithme entierement différent des précédents, qui
s’applique a des objets sans structure ou sans symétrie (il n’y a pas de sous groupe caché,
pas de période, etc). Il s’agit d’un algorithme avec oracle qui effectue la recherche d’un
élément marqué dans un ensemble sans structure ou une base de donnée sans structure.
Donnons un exemple concret.

Prenons un annuaire (la base de donnée) et supposons que les numéros de téléphone
jouent le role des entrées, les personnes correspondantes jouent le role des sorties. Etant
donné une entrée (le numéro de téléphone) il est difficile de retrouver la sortie (le nom
de la personne correspondante). La seule fagcon de procéder est de faire une recherche
exhaustive ou bien de procéder a une recherche aléatoire. On montre facilement que ces
deux méthodes requierent de soumettre O (N) questions a I’annuaire ol NV est le nombre
d’entrées. Donc si N = 2", ¢’est-a-dire que 1’on peut décrire tout 1’annuaire avec O (n)
bits, le temps de recherche est exponentiel O (2"). La raison fondamentale étant que la
liste des numéros de téléphone n’est pas ordonnée et ne possede aucune structure. Bien
stir, le probleme consistant a rechercher le téléphone d’une personne connaissant son
nom est facile car la liste des personnes est ordonnée par ordre alphabétique.

Nous verrons que I’algorithme de Grover permet de résoudre le probléme en un temps
O( \/ﬁ) Le temps est toujours exponentiel mais (pour N assez grand) au moins nous
obtenons, grice au calcul quantique, une accélération quadratique. Il est possible de
montrer que si le probleme n’a pas de structure spéciale sous-jacente, il n’est pas pos-
sible de faire mieux que O( \/N) dans le cadre du modele de Deutsch (circuits quan-
tiques).

Pour illustrer ce dernier point, reconsidérons le probleme de la factorisation d’un
entier N = p-q avec deux facteurs premiers. Il n’est pas possible d’avoir p et g supérieurs
a \/N, donc I'un des deux est < VN. En cherchant 2 travers la liste {1,2,..., \/N}, nous
trouverons siirement un des deux facteurs premiers. Avec une recherche exhaustive il
faut un temps VN, mais avec 1’algorithme de Grover (ici I’ oracle serait une boite noire
testant la division de N par x € {1,2,..., \/]V}) il faut un temps O(N”“) ce qui est
déja intéressant. Nous savons qu’il est possible de faire mieux (méme classiquement)
et d’obtenir une accélération exponentielle grace a 1’algorithme de Shor, mais cela est
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possible en exploitant la symétrie (la périodicité) d’une fonction arithmétique reliée au
probléme de la factorisation.

12.1 Formulation Mathématique du probleme

Soit f: F} — F, = {0, 1} et soit I’équation

flxp...x) =1

Nous voulons déterminer parmi les 2" entrées possibles pour f(-), au moins une solution
X1 ... X,. Nous ne voulons pas déterminer toutes les solutions possibles mais simplement
au moins une. L’application typique qui nous intéresse est celle ot il y a une solution
unique.

Comme nous le verrons dans 1’algorithme de base, il faut connaitre a priori le nombre
total de solutions, mais cette restriction peut ensuite étre supprimée grice a une exten-

sion facile.

Nous supposons avoir a disposition un oracle quantique:

) : ; Jer)

i ® : Uf("xl e xn>®|b>) =

! X1 ... x)®b® f(x1... X))
|X,,> : | |x'l> N n

i : ouxi... x, €Fjetb=00ul.
1b) Uy b® fxi... %)

Le lecteur constatera la généralité du probléme formulé ci-dessus.

12.2 Dérivation de I'algorithme

Dans les chapitres précédents, nous avons toujours commencé par donner le circuit de
I’algorithme. Cette fois nous procédons de fagon plus inductive et verrons que 1’algorithme
de Grover peut étre construit de facon assez naturelle. L’ état initial entrant dans le circuit
est:

0...0)®]1)

n fois
ol les n premiers qubits stockent les entrées et le dernier bit est un bit auxiliaire. Pour ex-
ploiter le parallélisme quantique, nous formons une superposition cohérente sur toutes
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les entrées possibles grice aux portes de Hadamard agissant sur tous les qubits du pre-
mier registre (¢;) :

1
H®... ®H®]l)|0...0>®|1>=Wle)@ll)

n
x€F}

Ensuite, I’opération de Hadamard sur le second registre se révele étre utile pour
obtenir le phénomene kick-back phase (t,). L état devient alors :

211/2

"
x€F]

37 2y W@ 10 -1)

Appliquons maintenant Uy (#3). L’état devient

1 1 _
57 EF] 9® ~=(1/00) = 17O

On note que

£ () = If(x)) = (=1)/(10) = 1)

ce qui donne 1’état

1
2n/2

YU e %qm -1

n
x€F;

Les opérations ci-dessus sont résumées sur la Figure 12.1.

Préparation de 1’état
de superposition

0 —{H]
0y, —[H]

b0 = 5 Zaery (1)

0y, —[H]

11

130y~ [1y)

1]

ORACLE
1 15) 13

Figure 12.1 Début du circuit de 1’algorithme de Grover.
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Dans I’état résultant, nous voyons que les états ket * x qui sont solution de 1’équation
f(x) = 1 ont été marquée d’une phase égale a -1 (ou 7).

Supposons que le nombre de solutions est M et définissons deux états quantiques

S) = Z %)

x sol

IP) = Z

x pas sol

ou N = 2" (le nombre total d’états |x)). On peut alors voir que :

1 M
wo) = —Z|x> = \/;|S>+
W) = \/_Z< 1Ol = \/7|S>+ \/ MM p)
Puisque \/7et J 52 sont < 1et<\/¥) +( %) = 1 on peut définir un angle 6,

tel que
. M N-M
sinfy = v/ — et cosfy = | ————
N N

Nous avons maintenant une interprétation géométrique du circuit ci-dessus. L’entrée du
premier registre (les n premiers qubits juste avant I’oracle, dont 1’état est [ify)) est un
vecteur dans le plan {|P),|S )} formant un angle 6, avec 1’axe |P). La sortie (i.e. apres
application de I’oracle) est I’état |y;,) obtenu par réflexion par rapport a |P) et formant
I’angle -6, avec ce dernier (Figure 12.2).

N-M
|P)
N

|S)

A

3 [¥1)

1
20, [%0) = ﬁ;m

b - . |P)

) = —= S le)

Figure 12.2
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Létat réfléchi contient les solutions marquées par une phase -1. Nous devons main-
tenant agir sur cet état de facon a se rapprocher de 1’axe |S) (qui est le sous-espace des
solutions). Une idée naturelle est de faire une réflexion par rapport a |ip), ce qui nous
amene sur i) (Figure 12.2). On notera deux points importants :

e En obtenant, |¢), on s’est rapproché de |S ) (tout du moins si 8y était faible au départ,
donc si M << N).

o La réflexion est faite par rapport a |o) et n’utilise aucune information sur les solu-
tions (inconnues).

Nous avons

[W1) = cos 36| P) + sin 36y|S )
Le troisieme point crucial qu’il faut remarquer est que
e |1) est une rotation d’angle 26, de |yo) dans le plan {|P), |S)}.

En itérant ce procédé — réflexion autour de |P), puis réflexion autour de |y9) — on
obtient la suite d’états obtenus par rotations successives d’angle 26, :

[y = cos((2k + 1)6p)|P) + sin((2k + 1)6p)IS )

Si 6y est assez petit (ce qui sera le cas en pratique car M << N) et si M est connu on
peut choisir le nombre d’itérations k tel que : (2k + 1)8y ~ 5 pour rendre 1’état presque
parallele a |S). Une mesure donnera alors une solution avec probabilité proche de 1.
Cette analyse est présentée dans le prochain paragraphe.

Revenons maintenant a I’implémentation de la réflexion autour de i) dans le circuit
. 2z : 9 N =g S 9 z M .
quantique. La réflexion d’un vecteur ¥ par rapport a i correspond a 1’opération suivante
(prouvez le avec un dessin!)

i > T — i
Vi 20 - Vo — 7V

En notation de Dirac :

[vY 20r0) (Wolv) — [v)
=2lgoXyol — D|v)
=H®"(2(0... 0%0... 0] = 1)H®"|v)

L’opération dans les parentheses (une matrice égale a 2 (projecteur sur |0. .. 0)) - Iden-
tité) a pour effet de changer la phase des entrées non nulles :

{|o... 0) six=(0...0)
(20...0)%0... 0] - D)lx) = . (12.1)
—|x) sinon
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Nous appelons cet opérateur Phase Cond pour phase conditionnelle. Le circuit im-
plémentant la réflexion par rapport a [iyy) est montré a la Figure 12.3.

[v) < Phase Cond t 2lyo)ol — vy

T
BT

Figure 12.3 Circuit implémentant la réflexion d’un vecteur |v) par rapport a I’axe |i}g).

En combinant ce circuit avec celui de la Figure 12.1 nous obtenons le circuit corre-
spondant a une itération du circuit de Grover (Figure 12.4).

Préparation de 1’état
de superposition

0y — ]
0y, —{ #]

s

e
e

Phase Cond

0y, — ]

iy — # [u,

e —UH

|

L

Opérateur de Grover G
Figure 12.4 Définition de I’opérateur de Grover, qui utilise le circuit donné a la Figure 12.2.

La boite encadrée représente 1’ opérateur de Grover appelé G. Son effet sur

% Z ) ® % = (cos B|P) + sin 6p|S )) ® %

est d’effectuer une rotation d’angle 26, dans le plan {|P), |S )}. La sortie est

-1
(cos 36p|P) + sin36y|S)) ® M

V2
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L algorithme de Grover consiste a itérer cette opération G un certain nombre de fois
(k fois). Son circuit est donné a la Figure 12.5.

0 =] e —

=Y
v H | L s

k fois

s

Figure 12.5 Circuit de I’algorithme de Grover. Chaque porte G correspond au circuit donné a la
Figure 12.4.

La profondeur (temps de calcul) du circuit est O (k) et sa longueur n + 1.

Analyse Probabiliste

Nous faisons une mesure sur les bits du premier registre dans la base computationnelle.
La probabilité d’obtenir un état |x) qui est solution est :

(S Wiol? = sin*((2k + 1)6o)

Rappelons que sin(6y) = \/g et cos(8y) = +/1 — %

Discutons d’abord le cas facile M =

Dans ce cas sin(8y) = % et cos(y) = %5 ce qui signifie 6y = ;—r. Au bout d’une itération

(k = 1) I’état est aligné avec |S) car 36y = ’5’ Nous trouvons donc 1 solution avec
probabilité égale a 1 en une mesure et I’oracle a été consulté 1 fois. Bien sfir, ce cas
est modérément intéressant car quand il y a % solutions, on peut en trouver une avec
probabilité i en posant une question aléatoire a un oracle classique. Ensuite, on peut
amplifier cette probabilité a 1 — ¢ en répétant 1’expérience O (|ln ¢| ) fois.

N
T

Prenons maintenant le cas M = 1
qui est intuitivement le plus difficile. Dans ce cas sin(6y) = \/LN et donc I’angle 8, est

trés petit, 6y ~ \/Lﬁ Donc

sin’((2k + 1)) = sin® ( 2k + 1)

N

Pour 2"—\}}\]1 ~ 7 cette probabilit€ est proche de 1. C’est-a-dire qu’avec k = [§ VN] (partie

entiere supérieure ou inférieure, c’est égal) la probabilité de succes est proche de 1. On
peut voir que cette derniére est 1 — O (%)
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Cas général avec M général connu.

o SiM< %N alors sin(fy) < g =0 < 3.

Itérons Lﬁ] = k fois.

Puisque Lﬁ] = 4%0 - % + 6 avec |0] < % ona:

Qk + 1)6) = g + 266,

avec 20616 < 26|13 < Z. Donc (2k + 1)y > 5 — % et sin’((2k + 1)) >
) )

sin (% - ’31) = sin (%) = (%)2 = %.

La probabilité de succes est au moins i et peut ensuite étre amplifiée comme
avant.

o SiM> %N on a une probabilité de succes de % grice a une question classique.

Cas général avec M général inconnu.

Si M est inconnu, nous ne savons pas combien de fois itérer et le probleéme serait que
nous n’itérions pas assez ou trop. L’algorithme suivant a une probabilité de succes de i
(ce qui nous suffit car celle-ci peut ensuite étre amplifiée).

1 Prendre une entrée x aléatoirement uniformément. Si f(x) = 1 - SUCCES
2 Sinon, choisir R € {0,1,2,..., VN - 1} uniformément aléatoirement et appliquer
Grover avec R itérations. Mesurer la sortie.

Montrons que la probabilité de succes est toujours > }1. SiM > %N le point 1 a une
probabilité de succes ;31 qui est plus grand que %.
SiM < %N, on a surement :

IP [succes] > IP [succes au point 2]

Mais
VN-1
IP [succes au point 2] = Z IP [succes au point 2 | R]P [R]
R=1
1 VN~ ., 1 Sin(490 \/N)
=— > sin}(@R+ 1)) = 5 - —————=
VN R=0 2 4N sin(290)

Mais sin(460 \/ﬁ) <let

M [N-M M [N 1

sin(26p) = 2 sin(6) cos(d) = 2/ — s> —
N M NNaNn ~ YN
11

= IP [succes au point 2] >

4

DI —
I
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13.1

Calcul distribué - Probleme de
Deutsch-Jozsa distribué

Considérons la situation suivante; Alice et Bob possedent chacun une machine quan-
tique et veulent se partager une tiche. Par exemple, cette tiche pourrait étre le calcul de
la fonction f(X,) ot ¥ € F} est donné a Alice et ¥ € F, est donné a Bob. Selon le mod-
¢le de calcul considéré, on peut imaginer qu’ Alice et Bob ne peuvent communiquer que
via un canal de communication classique, ou alors un canal quantique, ou bien encore
partagent des qubits intriqués. On s’intéressera uniquement a la complexité de la phase
de communication, c.-a-d. par exemple le nombre de bits, qubits ou e-bits' échangés.

Modéles de calcul distribué

Tout d’abord, discutons un modele classique, montré a la Figure 13.1.

A
<

A
Y

Alice Bob

A
<

—_—
) canal de communication )
XeF, classique yeF,

Figure 13.1 Modele classique de calcul distribué.

Alice et Bob doivent calculer f(¥,¥) et on permet T échanges de bits classiques. La
complexité du protocole est le minimum possible pour T sans compter la complexité
du calcul de f elle-méme (par exemple, Alice et Bob disposent de deux oracles). Un
théoréme classique affirme qu’il n’est pas possible de faire mieux que 7' = an avec
a = 0.007.

Nous allons voir que dans deux modeles quantiques différents, on peut faire mieux
avec T = O(log,(n)). Les modeles principaux introduits ici sont dus a Yao et Cleve-
Buhrman.

! entangled-bits
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Modeéle de Yao:

Alice et Bob partagent un canal de communication quantique et échangent T qubits,
comme montré a la Figure 13.2. Les opérations qu’ils effectuent sont des opérations
locales et unitaires et leurs mesures sont locales.

<L \
h) 7

Alice < > Bob
<L \
h) 7
%/*/

) canal quantique )
XeF, T qubits yeF,

Figure 13.2 Modele quantique de Yao de calcul distribué.

Modéle de Cleve-Buhrman:

Alice et Bob partagent des paires intriquées (ou de I’intrication générale). Ils peuvent
aussi communiquer par un canal classique, comme montré a la Figure 13.3. Les opéra-
tions qu’ils effectuent sont des opérations locales et unitaires et leurs mesures sont lo-
cales.

——— e
Paires EPR

Alice Bob
< >
canal classique
T T bits ! T
XeF, yeF,

Figure 13.3 Modele quantique de Cleve-Burhman de calcul distribué.

Notons qu’en fait, on peut montrer que les deux modeles sont équivalents grace au
protocole de téléportation quantique (Section 6.3). En effet, dans le second modele, en
partageant T paires intriquées et en échangeant 27T bits classiques, on peut se ramener
au premier modele ou on échangerait 27 bits quantiques.

Nous allons traiter les deux modeles séparément. Pour le second, 1’analyse qui sera
présentée n’utilisera pas le protocole de téléportation et nous verrons que 1’on peut
méme se dispenser du facteur 2.
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Probléme de Deutsch-Jozsa distribué:

Nous n’allons pas travailler dans un contexte général mais plutot regarder le probleme
particulier suivant. Soient deux vecteurs ¥ € F} et j € F) (et n une puissance de 2)%.
De plus, supposons la promesse suivante vraie: Soit X = ¥, soit ces deux vecteurs sont
différents mais possedent 5 composantes opposées et 5 composantes égales. En d’autres
termes, si dy (%, ¥) est la distance de Hamming?® entre ¥et ¥, on a :

dy(®7) =0  oubien  dy(Z7) = g (13.1)

Il s’agit donc d’un probléme de décision et le but d’Alice et de Bob est de décider
dans lequel de ces deux cas se trouvent leurs vecteurs ¥ et ¥ tout en minimisant 7.

Quelle est la fonction f(¥,¥) qu’ils doivent calculer dans ce probléme particulier?
Remarquons que (13.1) est équivalent a

n—1 .
1 . 1 si dy(@y)=0
LSy = ! 132
n ;( ) { 0 si du(Xy)=5% ( )

La fonction que nous voulons calculer ici est f : F) X F) — {~1,1}" définie par

f()()a)—/?)
N fl(-’?’)—’?)
fX) = : (13.3)
fn—l(i)’)_’))
@) = (17 = (=1 (13.4)

En d’autres termes, Alice posséde X et calcule (—1)* pour chaque indice i = 0... n—1
et Bob possede y et calcule (—1)* pour chaque indice i = 0... n— 1. Ensuite, ils doivent
parvenir (par exemple en communiquant) a calculer tous les produits (—1)%(—1)", i =
0...n— 1 pour décider si 1 ¥77/(=1)* vaut 0 ou 1.

Bien siir, on peut vérifier cela avec T = O(n) en échangeant n bits classiques. Nous
verrons que pour les deux modeles quantiques proposés, on peut se débrouiller avec
T = O(logy(n).

Analyse du modéle de Yao

Alice et Bob posseédent chacun un circuit qui ressemble a celui du probléme standard
de Deutsch-Jozsa. Commencons par le circuit d’Alice, donné a la Figure 13.4. On pose
n = 2k, k = log,(n) par souci de simplicité.

2 Notez que dans ce chapitre, nous utilisons une convention pour les composantes de ¥ et ¥, car nous
commengons a I’indice 0 jusqu’a I’indice n — 1, c.-a-d. ¥ = (xo ... xn,l), au lieu de compter de 1 a n.

3 La distance de Hamming entre deux bits est égale au nombre de composantes différentes entre les deux
bits: dy(%,¥) = #{i | x; # yi}.
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Préparation de 1’état
de superposition

I I 1 ! I

0 A vy S S

0 | | H | | : | |
| | : : |
I I I

10)2 T @ T : E T
: : : : : P Wing)
| el
| | : : L
| 1 | | 1 |

o S R T
I I ] ! I

|0) X : E : : ; : qubit auxiliaire
| | e ; |

ORACLE

1] 15} 13

Figure 13.4 Circuit d’Alice dans le modele de calcul distribué quantique de Yao.

A Vinstant t, I’état est

b1y = 10)%* ® 1) (13.5)

A linstant 1, I’état est

0) — 11
by... b
== S b k>®( 5 )

2% by by
{0“* (13.6)

Z” (I0> I1>)

k
ouliy=1by... be) = b1)®... ®by) € (cz)® avec by ... by la représentation binaire
de i.

Pour I’opération unitaire Uy (I’oracle chez Alice), on a par définition
Uz (ID®12) =) ® |x; ® 2) z€{0,1},i=0...n-1 13.7)

L’état & I’instant #3, apres application de I’oracle, est donc

o 1
|W3>— Z (|)C, | Ga'xl))

=0

AR T N IUSIIY (13.8)
ST

Iw int)
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A ce point, notons qu’Alice possede un état intermédiaire |ifjn) = % ;’z‘()l(—l)""li>
avec k = log,(n) qubits. Cet état stocke en parallele toutes les informations (—1)* sur

"sa partie" de la fonction f.

Alice envoie cet état a Bob. Qu’est-ce que cela veut dire physiquement? Cet état est
incarné dans k = log,(n) "particules” (photons, spins nucléaires, etc) et Alice envoie
donc k "particules" a Bob via un canal de communication quantique (p.ex. une fibre
optique pour des photons). Bob recoit cet état et va 1’utiliser comme entrée dans son
circuit, montré a la Figure 13.5.

Analyse de
PRSI . Fourier
| 1 ) | |
] ! A L .
H
I I : N Sl R @
i |
1

— i ——
[Wine) 3 | : : | |

| ! | I

I V| Uy : I I

I ! 1 | |

| : : | |

| ! | I

B T T

o ] o

|0) L ] I I | qubit auxiliaire

! : : I I non mesuré

1 | - 1 1

s ORACLE N .

Figure 13.5 Circuit de Bob dans le modele de calcul distribué quantique de Yao.

Apres avoir regu 1’état d’Alice et en prenant en compte le qubit auxiliaire de son
circuit, I’état de Bob a I'instant 73 est donné par

10y — I1)
[3) = [Wine) ®( N ) (13.9)
L’état a I’instant 74, apres la porte unitaire Uy (I’oracle chez Bob), est donc
n—1
1 ” 0 — I1)
sy = Uy|{—= ) (=Dli) ®( )
(13.10)

LS o (o (10 =11
w2ruloe(55)

A nouveau, par définition, on a

Up(®12) =) ®y; ® 2) z€{0,1},i=0...n-1 (13.11)
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On trouve chez Bob:
1 . |yz'>—|1®yi>)
= — —1 !
[Wra) Nr ;:1( ) |l>®( V2
(13.12)

1 v o (100 = 1)
- — _1)\XitYi
NG iél( 1) |l)®( )

V2
Il s’agit maintenant d’extraire 1’information chez Bob. Pour cela, on procéde comme

dans I’algorithme standard de Deutsch-Josza, c’est-a-dire par une "analyse de Fourier"
(13.13)

suivie d’une mesure dans la base computationnelle.

A Iinstant 75, apres les portes de Hadamard, I’état est:
n—1
1 v ek o (100 = 1)
Ws) = —= > (=1 Hi) ®(
Vn ; V2
Or, on a que
Hiy = H®|b; ... by)
=Hb))®... ® Hby)
1 ) , (13.14)
= (—1) 161+t kc/‘|cl e Ck>
2
(0,1}
Donc, I’état juste avant la mesure est donné par:
< 10y — 1)
(_1)b161+...+bkck|cl . Ck) ® (
2, %
(13.15)

1
-1 Xityi )
( ) \/Z Cl...Ck
€{0,1)
10y — |1>)
V2

1

sy = —

1
\Zh="
n—

-1
1 L
=2, {— Z<—1>*f*~“<—1><w>} o
= (" &
ou (i, j) est le produit scalaire entre les deux représentations binaires des entiers i et

1
j=0
Jj- Nous voyons que Bob possede un état de superposition de la base computationnelle

et qui contient toutes les valeurs (—1)%™i i = 0... n — 1 stockées dans |\/5).
2

La mesure dans la base computationnelle donne un état |j), j = 0...n — 1 avec
(13.16)

n-1

1 -
— 1) i(— 1))
. ,E:o( ) (=1)

En particulier, la probabilité d’obtenir ’entier j = 0 est:
2
1 si
=10 s

n—1
Z(_ 1)Xf+yi
= S1

i 1
P[j=0]==
n =
En conclusion, I’observation de 1’entier 0 ou I’absence de cette observation permet

probabilité:
P[j]=
13.17)

¥=
dy(%,5) =5

de décider si dy(X,¥) = 0 ou si dy(X,¥) = 5. Rappelons que dans cet algorithme, Alice

a envoyé k = log,(n) qubits a Bob.
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13.3 Analyse du modele de Cleve-Buhrman

Nous supposons qu’Alice et Bob partagent 1’état intriqué suivant:

n—1

1 1
W) = W;"M ®li)p = 2_%,,2;'[9' e bA®Iby ... b (13.18)

e[(-).;llk

Notez qu’Alice et Bob possédent chacun k qubits. Cet état n’est rien d’autres que le
produit tensoriel de k paires EPR. Alice et Bob utilisent maintenant chacun le circuit de
la Figure 13.6

Analyse de
e . Fourier
l e
| —{# —~
| My
: —1# 7
i | Uz (A) ou Uy (B) E
! N
: —1# 7]
10) : : qubit auxiliaire

ORACLE

Figure 13.6 Circuits de Alice (Uy) et Bob (Uy) dans le modele de calcul distribué quantique de
Cleve-Buhrman.

dont I’état d’entrée pour chacun est la partie appropriée de I’état intriqué (13.18). Apres

les opérations Uy et Uy, I’état (distribu€ et intriqué) est:

1 . I0>—I1>) ; (I0>—I1>)
’No— -1 Xit+Yi 13.19
/) 7 ;:0( ) |z>A®( 7 ®li)p® V2 ( )

La prochaine étape avant la mesure est 1’analyse de Fourier chez Alice et Bob. En

®2
laissant tomber les deux qubits auxiliaires (%) qui sont maintenant inutiles, on a:
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n—1

’7” 1 Xi+yi ; ;
Wy =2 Z(—l) Y HO iy, @ H® i) g

- — Z( 1y Z( DEV)ji)a @ Z( D ja)g (13.20)
J1=0 72=0
n—1 n—1 N -
= Z D {Z( 1))“'*'“'(—1><”fl><—1><”fz>} i ® L)
J1=0 j>=0
Ici, comme avant, (i, ji) et (i, j») sont les produits scalaires des représentations bi-
naires des entiers i, ji, j» €{0... n— 1}.
La mesure donne un résultat (aléatoire) |ji )4 ®|j2)p (donc |j;) chez Alice et |j,) chez
Bob) avec probabilité:

2
P [ji.)2] = — )5 (= 1)) (13.21)
En particulier:
1 n—1 2
P Lji = JjJ2 = Z( 1 (=12 =n—32<—1>Xf+yf (13.22)
i=0

Ainsi, la probabilité qu’Alice et Bob obtiennent le méme entier est:

n—1 n—1 2 .
1 1 si dy(@y)=0
— P = 1 Xityi|l  — . .
P [ji = ja] ;_0 i=jj=]l= ;0( ) { 0 si du(®y) =1

(13.23)

Dans cet algorithme, Alice et Bob doivent encore échanger les k bits de j; et j

obtenus pour comparer si j; = j, ousi j; # j». Puisque k = log,(n), on a la complexité
d’échange T = log,(n) bits classiques.
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14.1

Correction d’erreur en MQ

Dans la théorie classique, la fagon usuelle de compenser les effets du bruit sur le stock-
age ou la communication des données est d’introduire de la redondance de fagon suff-
isamment structurée. C’est ce que 1’on appelle la correction d’erreurs. La correction
d’erreurs est efficace dans la mesure ou I’information est digitale. En effet, pour des
signaux analogues, les perturbations dues aux bruits sont continues ce qui rend la cor-
rection d’erreurs impraticable. On pourrait maintenant croire que dans le cas quantique,
la correction d’erreurs est également impossible (ou néanmoins difficile) car les états
de I’espace de Hilbert forment un continuum. D’autre part, le processus de mesure tend
a détruire I’état quantique du systeme, ce qui n’est pas le cas dans le monde classique.
Parfois, des arguments ont été avancés pour dire que la correction ’d’erreurs n’est pas
possible pour des états quantiques, mais il s’est avéré (suite aux travaux de Shor) qu’il
n’en est rien. La nature discrete de la MQ se manifeste dans la classification des pertur-
bations possibles et on peut encore construire des codes correcteurs d’erreurs.

Dans ce chapitre, nous donnons quelques constructions élémentaires de codes quan-
tiques. Les idées générales seront développées en partant des codes les plus simples: les
codes de répétitions quantiques. En concaténant deux codes de répétitions quantiques -
relatifs a des bases différentes de I’espace de Hilbert - on obtient déja un code intéres-
sant! Comme nous le verrons, on peut développer des constructions assez générales en
élaborant cette idée.

Bref rappel sur les codes linéaires classiques

Le code correcteur le plus simple que I’on puisse imaginer est le code de répétition. Sup-
posons que 1’on veuille transmettre un bit 0 ou 1 & travers un canal BSC' qui renverse
le bit avec probabilité 0 < p < % On pourrait utiliser le code de répétition

0 — 000

1 — 111

Pour aucun ou un seul renversement, on peut facilement détecter puis corriger I’erreur

! Canal Binaire Symétrique
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grice a la regle de la majorité. Par exemple, si 010 est re¢u, on en conclu que trés prob-
ablement le deuxieme bit a été renversé et on décode en faisant I’opération 010 — 000.
Ce faisant, peut-€tre que 1’on fait une erreur de décodage; il se pourrait qu’en fait 111
était effectivement transmis et que les premier et troisieme bits aient été renversés par le
canal. Mais la probabilité de cet événement est faible si p est assez petit. Sans répétition,
la probabilité d’erreur de décodage sera toujours égale a p alors qu’avec répétition elle
est égale & p* + 3p*(1 — p) = 3p? - 2p> et est inférieure & p pour tout 0 < p < 3.

Définition. Un code linéaire est un sous-espace vectoriel de dimension k de FJ. Le
nombre de bits d’information est k, le nombre de mots de code est 2%, leur longueur est
n. Le rendement du code est défini par le rapport entre le nombre de bits d’information
contenus dans un mot et sa longueur. On dit que les parametres du code sont (, k). 11
existe deux représentations fondamentales d’un code linéaire. L'une utilise la matrice
génératrice et I’autre la matrice de parité.

Matrice génératrice. Un code binaire linéaire peut étre décrit par une application
linéaire

ol # = | . | estun vecteur colonne contenant k bits d’information et G une matrice
Uy

n X k (d’éléments 0 ou 1) . Le vecteur GiZ est le mot de code, vecteur binaire a n com-

posantes. Toutes les opérations sont faites (mod 2). Pour que I’image de F’é dans F7 soit

un sous-espace vectoriel de dimension &, on prend une matrice G de rang k. Autrement

dit, les k colonnes de G sont linéairement indépendantes. La matrice G s’appelle la ma-

trice génératrice.

Par exemple, le code de répétition (3,1) correspond a la matrice 3 X 1:
1
G=|1
1

Matrice de Parité. Puisqu’un code linéaire est un sous-espace vectoriel de F7, il peut
étre vu comme le noyau d’une matrice H, c’est-a-dire I’ensemble des vecteurs solutions
de

Hx=0, H de dimension (n — k) X n

Puisque I’on veut dim(ker(H)) = k et que dim(ker(H))+dim(Im(H)) = n, il faut avoir
dim(Im(H)) = n—k. Autrement dit, H doit posséder au moins n—k lignes indépendantes.
En général, on choisira H de dimension (n — k) X n, mais ce choix n’est pas unique.
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Relation entre les deux matrices. On observe que pour un code donné, on a HG = 0;
H et G sont duales. Pour construire H & partir de G, on peut écrire G = [g] ... g] o
&1 ... 8k sont indépendants et prendre n — k vecteurs orthogonaux ﬁl . ﬁ,,_k au sous-
espace engendré par g ... g. Alors

S
T
hn—k
Réciproquement, pour construire G a partir de H on prend les n — k vecteurs lignes in-

dépendants de H et on construit k vecteurs orthogonaux (au sous-espace engendré par
les lignes de H) qui forment les k colonnes de G.

Par exemple, une matrice de parité pour le code de répétition (3,1) est la matrice 2x3:

1 -1 0
H‘[o -1 1}

Détection, correction et distance minimale. La matrice de parité permet de détecter
certaines erreurs (mais pas toutes). Supposons que le mot ¥ soit transmis a travers un
canal et ¥’ recu : ¥’ = X+ € ol € est un vecteur contenant des 1 pour les bits erronés et
0 ailleurs. On a :

On appelle Hé "le syndrome". Si celui-ci est non-nul, il indique que le mot regu est
erroné. Notez que s’il est nul, il peut ou non y avoir une erreur de transmission. Pour le
canal BSC, la probabilité d’avoir un vecteur d’erreur & est pl(1 — p)*¥ et il est naturel
(pour p petit) de décoder ¥’ en déclarant que ¥ est le vecteur qui minimise d(¥, ¥’) = |€],
la distance de Hamming entre X et ¥’. En effet, X est le vecteur transmis le plus probable
(qui maximise p¥(1 — p)*1¥) étant donné que ¥’ a été recu (les vecteurs transmis sont
choisis uniformément). C’est le décodeur dit de "distance minimale".

Un parametre important qui caractérise la qualité d’un code est sa distance minimale
. . . . =g
d = min, ycc d(¥, X’). Pour un code linéaire, on a aussi d = min,oec d(X, 0). On parle
alors de code (n, k, d) : longueur n, dimension k et distance minimale d.

Théoreme : Soit un code (n, k,d). On peut toujours corriger jusqu’a t erreurs avec
d > 2t + 1 grdce au décodeur de la distance minimale.

Si on considere les boules de Hamming de rayon % autour des mots de codes, celles-
ci ne s’intersectent pas. De plus, si le nombre d’erreurs est < % alors le mot re¢u %’
est certainement dans une et une seule des boules. On déclare que le mot transmis est
I’unique mot de code dans la méme boule que x”.
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Théoreme : Pour tout code linéaire, le nombre minimal de colonnes de H qui sont
linéairement indépendantes donne exactement d. En particulier, toute collection de d-1
colonnes sont linéairement indépendantes.

Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que si X est un mot de code, HX = 0, ce
qui signifie que les colonnes de H indexées par les composantes non nulles de ¥ sont
linéairement indépendantes.

Rappel sur les codes de Hamming. Les codes de Hamming sont commodément
décrits par leur matrice de parité. Soit r > 2 et H la matrice de parité dont les colonnes
sont tous les 2" — 1 vecteurs binaires non nuls de longueur ».Onan =2"-letn—k =
r = k =2"—r — 1. On obtient donc un code (n,k) = 2" — 1,2" — r — 1) de longueur
2" — 1 et dimension 2" — r — 1. Il faut vérifier que le rang de cette matrice est bien r
: cela est vrai car parmi les 2" — 1 vecteurs binaires non nuls, il y en a r indépendants
qui engendrent tout F,. Pour les codes de Hamming, on voit facilement que d = 3.
En effet, I’ensemble des colonnes est formé de tous les vecteurs binaires non-nuls: il
y en a nécessairement trois qui sont linéairement dépendants, et de plus toute paire de
colonnes distinctes sont différentes. Ainsi, ces codes corrigent une erreur. Par exemple,
le code de Hamming (7, 4, 3) possede la matrice (ici r = 3)

1
1

1
H= 1
0 1

- o O

0
1
0

—_—_ O

1 1
0 0
0 1

Supposons qu’une erreur soit produite dans le 3™ bit. Alors c’est & = et le

oo oo ~o o
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0
syndrome vaut Hé = | 1| qui est égal a la 3*™ colonne de H. Le syndrome nous montre
1
automatiquement quel bit est erroné et il suffit de le renverser pour effectuer la correction
d’erreur. On est assuré que ’erreur est correctement détectée et corrigée seulement si
elle est unique.

Codes de Répétition Quantique

Par analogie avec le cas classique, on peut considérer le code de répétition

|0y — |000)
[1) — [111).

que nous allons utiliser sur un canal bit-flip.

Quel est le procédé de détection et correction dans le cas quantique? Il faut choisir
correctement la base de mesure pour ne pas détruire irrémédiablement 1’information
contenue dans 1’état sortant! Ici I’espace de Hilbert a la sortie du canal est de dimension
23 = 8 et il faut donc une base qui contient 8 états. Considérons les 4 projecteurs de
dimension 2 chacun (8 donc au total)

Py =(000)<000] + [111){111]
P; =100){100] + [011)¢011|
P, =1010)¢010] + [101)¢101|
P3 =1001)001] + [110)¢110].

Py projette dans le sous-espace a 0 erreurs, P; dans le sous-espace a une erreur sur
le premier bit, P, dans le sous-espace a une erreur dans le deuxieme bit, P; dans le
sous-espace a une erreur sur le 3ieme bit ’entrée du canal est le ket @ |0) + B 1) codé :

a 1000y + B |111)

Notez que ce code de répétition ne viole pas le "no-cloning theorem" car on répete
uniquement des états de base orthonormés. Ici, on ne répete pas 1’état a [0) + 8 |1), ce
qui violerait le théoréme. Si une seule erreur est produite, mettons pour le deuxieme bit
(avec probabilité p) la sortie est

@ [010) + A 101)

Une mesure dans la base {Py, Py, P», P3} préserve I’état avec probabilité 1 car
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Py(e 010) + B 1101)) =  [010) + 5 [101)
P([010) +B[101)) =0,  i#2.

Ainsi, on détecte que I’erreur est dans le deuxieme bit sans détruire I’état. La correc-
tion d’erreur se fait en appliquant I’opérateur unitaire 1®X®1 qui renverse le deuxieéme
bit.

1®X®1(a|010)+3101)) = a [000) + B [111).
Bien siir (comme dans le cas classique), on ne détecte pas correctement des renverse-
ments de deux ou trois bits.
I1 est utile de décrire le procédé de correction d’erreur d’un autre point de vue. Con-
sidérons un appareil de mesure qui mesure les observables
21072, 01 et 172, ®7Z;.

Notons que la mesure simultanée de ces observables (avec un seul appareil de mesure)
est possible car elles commutent. La mesure de chaque observable donne les résultats
(1) et (£1). Ces mesures constituent I’analogue du "syndrome classique" :

+1 et +1 — pas d’erreur

-1 et +1 — erreur dans le 1° bit
-1 et -1 — erreur dans le 2°™ bit
+1 et -1 — erreur dans le 3™ bit.

Une fois I’erreur détectée on la corrige en appliquant un opérateur unitaire :

pas d’erreur — Ielel
1 bit — Xieolel
26me bt — 19X,®1
36me bt — 191®X;.

Toutes les opérations — encodage, transmission, mesure, correction — sont permises par
le MQ (opérateurs unitaires ou mesures projectives).

Ce code n’est par contre pas efficace pour corriger les erreurs (disons uniques) pro-
duites par un canal "phase-flip". En effet, un phase-flip (sur n’importe quel bit) produit
I’état

@ 000y — B |111)

a la sortie du canal. On voit facilement que le syndrome est (+1, +1), interprété
comme une absence d’erreur. Un code de répétition utile pour le canal phase-flip (mais
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[O+11) .

=
|
~
Il

S
T
—
=

inutile pour le bit-flip) est obtenu en travaillant dans la base |[+) =

Encodage :

[0) = |+) = |+ + +)
1) === |---).

Détection d’erreur. Mesurer les observables (qui commutent)
XieXo®1l et 103X,0X;3

La mesure donne les syndromes:

+1 et +1 — pas d’erreur

-1 et +1 — erreur dans le 1 bit
-1 et -1 — erreur dans le 2°™ bit
+1 et -1 —> erreur dans le 3°™ bit.

Correction d’erreur. Appliquer les opérateurs unitaires :

pas d’erreur — Iele®l
1% bit — Ziolel
28me it — 192,91
36me bt — 1917Z.

Par exemple, si on transmet |0), on code par |+ + +) et si le canal produit [+ + —), on
mesurera (+1, —1) ce qui indique que le 3™ bit a subi un phase-flip. Donc, on applique

11Q®Z)++ =) =|+++) — |0).

14.3 Le code de Shor

La situation du paragraphe précédent n’est pas encore satisfaisante car en MQ les deux
types d’erreurs peuvent essentiellement survenir en méme temps et nous aimerions un
procédé qui les corrige toutes. La solution de ce probleme a été présentée pour la pre-
miere fois par Shor et elle se révele étre a la base des autres constructions plus élaborées
qui ont suivies.

Si nous pouvons corriger a la fois les bits-flips et les phases-flips, alors nous pouvons

corriger du mé&me coup une tres large classe d’erreurs a 1 qubit. En effet, nous pourrons
corriger toutes les erreurs produites par des canaux du type

&E(o) = poo + p1XeX + p2YoY + p3ZoZ
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avec pg + p1 + p2 + p3 = 1. Cette classe contient les canaux bit-flip, phase-flip, bit-
phase-flip, dépolarisant, etc. Notons que cela n’inclut pas des erreurs sur I’amplitude
des coefficients « et 3.

L’idée principale du code de Shor est de "concaténer"” les deux codes de répétition.
La concaténation est en fait une méthode de la théorie classique du codage. Elle permet
de construire des nouveaux codes en assemblant des codes élémentaires. Les mots de
code sont construits comme suit :

[0) + (1) ® [0) + (1) ® [0) + (1)
V2 V2 V2
I000) +[111) _ |000) +[111) _ |000) + [111)
— ® ®
V2 V2 V2
[0)—1{1) [0y —1[1) 10)—]I)
® ®
V2 V2 V2
_, 1000) —|111) _1000) ~[111) [000)—[111)

N I, v

Ainsi chaque qubit est encodé par un état a 9 qubits. Le "rendement” de ce code est
1/9. Si nous appelons |0)s et |1)s les deux états a 9 qubits, un mot de code général est

0y = |[+) — |+ + +) =

=10)s

)= |- —---)=

=Ds

) = a0y +BI[1) = Ws) = al0)s +B1)s.

Le circuit de la figure Figure 14.1 réalise 1’opération de codage de fagon unitaire.

Montrons maintenant que ce code est capable de protéger 1’état contre n’importe
quelle erreur sur 1 qubit engendrée par les opérateurs 1 (pas d’erreur), X (bit-flip), Z
(phase-flip) et Y (bit & phase flip). En d’autres termes, nous voulons montrer que si la
sortie du canal est |s), X1 [Ws), Y1IWs), Z1lWs) agit sur 1 des 9 qubits, il est possible de
détecter I’erreur et de reconstruire [)s (et donc |) ) grace a des opérations permises
en MQ.

Erreur de type bit-flip. Considérons d’abord 1’action de X tout seul sur 1’un des
trois premiers qubits. Comme avant, la mesure simultanée des observables Z,Z, et Z,Z3
permet de décider si un des trois premiers qubits est renversé ou non. Ensuite, il est
facile de le corriger en appliquant X; (si c’est i = 1,2, 3 qui est renversé). Pour pouvoir
traiter tous les qubits de cette facon, il faut faire une mesure des opérateurs suivants

217y et 2,75, Z4Z5 et ZsZg, /1773 et ZgZy.

Tous ces opérateurs commutent et la mesure simultanée est possible.

Erreur de type phase-flip. Considérons maintenant 1’action de Z sur un seul des
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I
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I
|
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I
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I
Code de répétition Code de répétition
protégeant les protégeant les
erreurs "phase-flip" erreurs "bit-flip"

Figure 14.1 Le circuit du code de Shor.

trois premiers qubits. Un phase-flip sur le deuxiéme qubit change les états de base en
LIy s (I’état a la sortie du canal):

[000) —|111) |000) + |[111)  |00OO0) + |111)
25|0)s =
210)s N ® N ® N

et

|000) + [111) ® |000) —|111) ® |000) —|111)
V2 v V2

Cette erreur peut étre détectée (sans détruire ces états) grice a une mesure de (opérateurs
qui commutent entre eux)

DHil)s =

(X1 X2X3)(X4X5X6) et (X4X5X6)(X7X3Xo)
Par exemple, pour I’erreur ci-dessus
X1 X2 X3)(XaX5X6)(Z2lhs)) = —(Zals))
et
(XaX5X6)(X7X3X0) (ol 5)) = +(Zalhs))

On conclut que I’erreur phase-flip est dans un des trois premiers qubits. Notez que
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I’on ne peut pas affirmer lequel des trois est erroné. Mais cela ne nous empéche pas
d’effectuer la correction en appliquant I’opérateur Z,Z,Z5 (vérifiez!)

L\ 2o Z5(Lalrs)) = Wrs).

Erreur de type bit-phase-flip. Illustrons maintenant la correction d’une erreur bit &
phase-flip sur le 4°™ bit. L’ état sortant du canal est

XaZalys).

D’abord, on détecte les bit-flip comme suit :

2\ L (XaZalys)) = XaZalyps)
2y725(XsZalys)) = XaZalys)
Z4Zs(XaZalys)) = —(XaZalps))  (car ZyXy = —XuZs)
ZsZ6(XaZalps)) = XaZalys)
271 Z3(XaZals)) = XaZulps)
Z379(XaZalps)) = XaZals)
On conclut qu’il y a un bit-flip sur le 4°™ bit. Ensuite, on détecte les phases-flips comme
suit
X1 X0X3 Xy X5 Xe(XaZals)) = —XuZalys) (car Zy Xy = —X4Z4)
X4Xs5Xe X7 XsXo(XaZalps)) = —XaZalys)

et on conclut qu’il y a aussi un phase-flip sur le quatrieme qubit. L’état est corrigé en
appliquant (X4Z4) sur la sortie du canal : X4Z4y (XaZy)l¥s) = [¥s).

Correction d’erreurs générales a 1 qubit. Les résultats obtenus jusqu’ici peuvent
&tre obtenus aussi d’une facon plus unifiée qui montre leur généralité. Considérons la
matrice densité décrivant la sortie d’un canal quelconque :

[ s)sl = Eys)wsl)

Une mesure des observables Z,7Z,, Z,Z3, Z4Zs, Z5Z¢, Z7Z3, Z3Zy et X1 X, X3 X4X5Xo,
X4 X5Xe X7XgXo va projeter 1’état E(Jys){¥s|) sur un des sous-espaces propres de ces
observables. Les valeurs propres sont toutes égales a =1. Si le bruit est faible et agit
essentiellement sur un qubit au plus, le syndrome sera avec une grande probabilité du
type discuté dans les paragraphes précédents, c’est-a-dire correspondant a un bit-flip,
phase-flip ou bit & phase flip. On peut I’identifier puis corriger I’erreur. Il existe une
faible probabilité (si le bruit est faible) que I’erreur affecte plus qu’un qubit (comme
dans le cas classique) et alors la correction d’erreur est erronée.

Pour résumer, le code de Shor est de longueur 9, sa dimension est 2 et il corrige
1 erreur. Plus précisément, les mots de code sont de type « |0)s + 8 |1)s donc vivent
dans un sous-espace de Hilbert de dimension 2!, de ’espace 4 9 qubits qui est lui de
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dimension 2°. On dit que les paramétres de ce code quantique sont [9, 1, 1] (longueur 9
et dim(H) = 2°; dim(C) = 2!; corrige une erreur).

Formalisme des stabilisateurs
Ce paragraphe peut étre sauté en premiere lecture.

La construction du code de Shor permet de dégager une structure algébrique qui est
a la base de la construction des codes correcteurs d’erreurs plus généraux. Nous avons
vu dans le paragraphe précédent que:

1. Les états (mots) [¥) du code de Shor sont les états propres associés a la valeur propre
égale a 1 des observables lez, ZzZ3, Z4Z§, ZSZ6, Z7Zg, Zng et X1X2X3 X4X5X6,
X4X5X6 X7X3Xo. Ces opérateurs sont appelés les stabilisateurs du code.

2. Ces opérateurs commutent entre eux, ce qui permet d’en faire une mesure simul-
tanée.

3. |¥) = |¥’) est corrompu par un bit, phase ou bit-phase flip, le nouvel état est encore
un vecteur propre des opérateurs stabilisateurs.

4. Le syndrome est donné par la liste des valeurs propres des opérateurs stabilisateurs
dans 1I’état |¥’).

Remarque : Les stabilisateurs sont les analogues des lignes de la matrice de parité.
Chaque équation aux valeurs propres satisfaite par un état du code est I’analogue d’une
contrainte de parité. Les valeurs propres des stabilisateurs sont I’analogue du syndrome.
Notons qu’il y a en quelque sorte deux types de contraintes de parité: une contrainte de

type "z" et une contrainte de type "x". Il existe aussi deux "parties" dans le syndrome:
I’une ayant trait aux bit-flips et I’autre aux phase-flips.

Pour généraliser cette construction, il convient d’introduire le groupe de Pauli $". Ce
groupe est formé par 1’ensemble de tous les produits (tensoriels) des opérateurs de Pauli
X;, Y;, Z; avec +1 et i, Vj = 1,...,n. Il est facile de voir que deux éléments de ce
groupe commutent ou anti-commutent. Un sous-groupe S € $" dont tous les éléments
commutent est appelé groupe stabilisateur. On peut toujours trouver un ensemble de
générateurs indépendants pour S : {0y, ..., O,,}. Le sous-espace de Hilbert H c (C?)®"
des états |'¥) tels que

o)) =1-1¥), j=1....m
est un code de longueur n et de dimension 2", Notez que |'¥') est stable sous 1’action
de S. Les observables {0y, ..., O,,} sont simultanément mesurables puisqu’elles com-
mutent entre elles. Toute erreur (multiple) de type bit, phase, bit-phase ou combinaison
linéaire de telles erreurs suivie par une mesure donne un état corrompu du type
E¥) =1¥")

2 §’il est corrompu (toujours sur un seul bit) par une combinaison linéaire de ces erreurs, alors la mesure
des observables projette sur un état propre et nous rameéne a un de ces types d’erreurs discretes.
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ou Ej est un élément de P". Cet état est encore vecteur propre des stabilisateurs et donc
une mesure ne le détruira pas. De plus, le résultat de la mesure donne les valeurs propres
A = =1,...,4, = £1. Cette liste de v.p. est le "syndrome". Si I’erreur Ej anti-commute
avec un générateur O, alors on a

O,;I¥') = O;ElY) = —ExO)|¥) = —El¥) = -|¥)

c’est-a-dire A; = —1. Pour un code donné, on peut établir une table de "correction" avec
les syndromes associés a chaque type d’erreur. Une fois I’erreur détectée et distinguée,
la correction se fait par I’opération (unitaire)

'y > Ex¥') = EJP) = |¥)

Notons que dans les produits d’opérateurs de Pauli, il est toujours possible d’éliminer Y;
au profit de produits X;Z;. Ensuite, on peut toujours écrire un opérateur de Pauli comme
un produit de Z multiplié par un produit de X. Par exemple:

X11,Y3Z4 Y516 = —~(X1 1o X314 Xs516) (11122324 Z516)

Discutons pour finir une représentation "semi-classique” du formalisme des stabilisaterus.
On peut "coder"” les produits de la droite de I’égalité par la "ligne"

(to1ro1o0o]001110)

En appliquant ce procédé€ a tous les stabilisateurs O; du code, on obtient une matrice de
la forme

(A1 | Ay)

appelée parfois "matrice de parité quantique”. Chaque ligne de la matrice permet de
reconstruire une contrainte O,|'¥) = |[¥) satisfaite par les états du code. On peut montrer
que la condition de commutation des {0y, ..., O,} est équivalente a

AAT + A,AT =0

Cette équation décrit le fait que chaque ligne doit étre orthogonale par rapport a un
produit scalaire symplectique. Un opérateur d’erreur E peut s’écrire de facon similaire
comme un "vecteur d’erreur" (€; | &;). Le syndrome devient

A]gl + Azgz =3
La correction d’erreur quantique est alors ramenée a la correction d’erreur classique

(c’est-a-dire a la résolution d’in systeme d’équations linéaires). Ce dernier point est bi-
envenu dans la mesure ol la théorie classique du codage est tres bien développée.

Dans le cas du code de Shor, on a une situation un peu particuliere:
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(A | A2) =

SO OO OO OO = -
S O O O O O O = =0
el eleolelel=l S al =]
e eleNeleol ==l
S OO O~~~ OO oo
S O O = = O O O O O
SO == O O O O o 0o
SO =R OO OO o oo
S = OO O O oo oo
O = O O O O OO OO
S = O O O O O o oo
—_—_ 0 O O O O O o O
_—_- 0 O O O O o o o
—_—_ 0 O O O O o O O
—_ O O O O O O o o o
—_ O O O O O O o oo
—_ O O O O O O o o o

cocoocoococoococ oo~

Les codes dont la matrice de parité quantique posseéde une structure par bloc s’appellent
des codes de Calderbank-Shor-Steane. En général, un tel code s’écrit

<A1|A2>=[H1 | 0]

0 | GT
avec la contrainte d’orthogonalité
HG,=0

On peut interpréter H; comme la matrice de parité d’un code classique C; et G, la
matrice génératrice d’un code classique C;. Ici, GZT est la matrice de parité® de Cy.La
contrainte d’orthogonalité signifie que C5 C Ci. Pour le décodage, on doit résoudre des
équations du type H,&; = ) et G3& = § (ou bien H] = 0).

Nous étudions cette construction plus en détail dans la Section 14.5. Il deviendra clair
que le code C, protege contre les erreurs de type bit-flip et C; protége contre les erreurs
de type phase-flip. L'utilisation simultanée des deux codes permet de protéger contre
toutes combinaisons de ces erreurs.

Codes de Calderbank-Shor-Steane
Ce paragraphe peut étre lu indépendamment du précédent.

Les codes de Calderbank-Shor-Steane sont une classe particuliere de codes de type
stabilisateurs, dont les propriétés principales sont aisées a analyser. Cette classe de code
utilise deux codes classiques: I’un pour corriger les bit-flips et 1’autre pour corriger les
phase-flips.

Soit C; et C, deux codes linéaires classiques tels que C, € C; de parametres (n, k)

3 Cette matrice est appelée HZL dans la Section 14.5.
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et (n, k). Nous rappelons que C; est un sous-espace vectoriel de F} de dimension k; et
C, est un sous-espace vectoriel de C; de dimension k, < k;. On suppose aussi que C;
et Cy corrigent ¢ erreurs (par exemple, leur distance minimale est d = 2 + 1). Le code
dual C5 est le sous-espace vectoriel orthogonal a C, dans F et sa dimension est donc
n— kg.

En fait C; est aussi un sous-groupe de C; et on peut considérer 1’ensemble des classes
d’équivalence C,/C,. Soit X un mot de Cj, la classe d’équivalence de X est I’ensemble
des mots de la forme {¥ + ¥,y € C,}. C’est donc I’hyperplan parallele a C, passant par
X € C;. Posons

1
¥+ Cr) = |Z+ )
Y= 6T &

yeC,

Ce ket ne dépend que de la classe d’équivalence associée a X et non pas du représentant
spécial choisi.

Cq C]Fg

47 Cy

» X
&
f,_é,
>
7 o
NS

T
o
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Le ket |X + C,) est la superposition cohérente de tous les états dans la classe d’équivalence
X+ C,. Pour deux classes d’équivalence différentes X + C, et ¥’ + C, (c’est-a-dire que

N

X— X' ¢ Cy) les kets associés sont perpendiculaires :

(R+Co|¥" +C2) =0

Ilya % = 2~k classes d’équivalence et donc 2%17%2 vecteurs orthogonaux.

Le code CSS(C),C») est le sous-espace de Hilbert engendré par ces 2617%2 vecteurs

orthogonaux. C’est un sous-espace de 1’espace de Hilbert  n qubits C2 @ C? @ - - - @ C2
_ ——

n fois
lequel est de dimension 2". Les parametres du code sont [n,k; — k»]; longueur n,
dim(H) = n et dim(CSS(C;,C,)) = 257, Nous allons montrer que si C; et Cy
corrigent ¢ erreurs alors CSS(C|, C,) corrige ¢ bit et phase flips.

Il suffit de montrer ces propriétés pour les vecteurs de base du code. Les mémes
arguments entrainent qu’elles sont sont vraies pour tout état de superposition du code.
Soit & et &, les vecteurs possédants des 1 et 0 avec la coordonnée 1 aux ¢ endroits des
bit et/ou phase flips. Le vecteur corrompu par le bruit est :

1 2
DL EDIVRR Ly a)

W) =
V= e &

Pour effectuer la correction d’erreur, il faut faire des opérations permises par la MQ et
qui reconstituent |¥ + C,). Comme il faudra calculer et stocker les "syndromes" du bit
et phase flip, on ajoute des bits auxiliaires de stockage et on travaille avec I’état

1

®O®n®0®n=
) ®10)™" ®10) o

D DAL 18 0 [0 @ (0"
yeCy

Correction du bit-flip. On calcule les syndromes H, (¥ + y + €;) = H,&| (grice ala
matrice de parité du code C;). Ce calcul peut étre implémenté de fagon unitaire :

U+ 7+ &) ®0)*" @0y = |+ Y+ &) ® |H &) ®|0)*"

si bien que

Uily) ®10)°" ® [0)*" =

1 S
ao DUEDIVRR - § 4 @) @ [Hid) @ [0)°"
2

)7€C2

Une mesure du second registre dans la base computationnelle donne |H;¢é;) avec prob-
abilité 1 (car le ket |H;&)) peut étre factorisé dans la derniére expression). Donc, on
connait le syndrome H;é; et si |¢;| < t, on peut corriger les erreurs grice a un algo-
rithme classique (pour le code C). Cela permet d’appliquer I’opérateur unitaire
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1_[ Xi = Ul,corr

composantes de
& égalesa 1

pour corriger 1’état quantique. On obtient

UreonU1l) ®10) © 0)*" = DL EDIVRR L) @ Hié) @ 10)*”

yeCy

\/@

Correction du phase-flip. D’abord, pour passer dans une base plus naturelle, on
applique les portes de Hadamard H®", ce qui donne:

H®n Ul corrUIW/> ® |0>®n ® |0>®n

1

_ (X+Y)-€: Z-(%+Y) n
=5 \/_2 ;C( D 22( ¥R © [Hié) ® [0)
= T (~DEDEIR) @ |H 1) © 0)"

202 \/lczl Z ;

1 2

=5 T D2+ 2) @ |Hi@) ®10)™ = ...

T 4

On note que

R
1) = {|Cz| siZe C
ieon 0 sinon

ce qui donne I’état :

1 oo
= o Y D+ @) @ |Hd) ®10)".

On implémente maintenant le calcul du syndrome de C; de fagon unitaire en stockant
le résultat dans le dernier registre
UslZ + &) ® [H &) ® [0)™"
=7+ &) ®|Hé1) ® |Hy (Z+ &)
= |Z+ é'2> ® |Hlé)1> ® |H;'Zz>

ol ici Hy est la matrice de parité de C;. L’état obtenu est :

U2H®" Uy coneUly) ® 0)*" ® 0)*"

1 s
= D DHiE+ &) @ 1HE) @ |H; 8b).

\JICH| Zeci

La mesure du dernier registre (dans la base computationnelle) projette sur |Hy &) lui-
méme, avec probabilité 1. Donc, Hy &, est connue et &, peut étre calculé si C; corrige ¢
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erreurs (on suppose |&,| < f). Cela permet alors d’appliquer 1’opérateur unitaire

l_[ X = U2,corr

composantes de
&, égales a 1

pour trouver 1’état :
U2,corrU2H®n Ul,corrUl |lﬁ> ® |0>®n ® |0>®n

1
=—— ) )R & |Hi2) ® |Hy &),
\IC5 | zect

La derniére étape consiste maintenant a appliquer une fois de plus H®" pour revenir
dans la base initiale. Cela donne

H®nU2 corrU2H®n U, corrUl |{//> ® |O>®” ® |0>®n
_ 2(249) J-
Zct ¥

1 1 V=2 > >
= DD DT+ D @ H é) 8 1H) ).

2n/2
VG ZC; ¥
Maintenant on note (comme avant) :

3 1y {|Cl| siye(Ct =G

‘C: sinon

L’état final obtenu est donc :

®|H &) ® |Hy &,).

DR+

[ ICal 45,

Nous voyons que le mot de code initial a été reconstruit dans le premier registre!
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15.1

La Dynamique du Spin

Dans ce chapitre, nous allons étudier la dynamique du spin 1/2 (moment magnétique
de certains noyaux atomiques notamment). Celui-ci constitue I’'une des réalisations na-
turelles les plus importantes du bit quantique. En effet, celui-ci est aisément manipulable
grice a des champs magnétiques dépendant du temps. La manipulation et le contrdle des
moments magnétiques par des champs magnétiques dépendant du temps est a la base
de la Résonance Magnétique Nucléaire (utilisée pour I’imagerie IRM, etc). Ce contrdle
des spins est aussi a la base de la réalisation des portes quantiques. Nous verrons dans
ce chapitre comment réaliser les portes de Hadamard et NOT. Pour ce qui concerne
I’importante porte CNOT, il faut d’abord comprendre comment interagissent les paires
de moments magnétiques. Ce sera 1’objet du Chapitre 16.

La sphere de Bloch

Nous commengons par un petit rappel sur la sphere de Bloch déja introduite a la Section
2.10. Un qubit appartenant a I’espace de Hilbert C? peut toujours étre paramétré comme
suit

W) = cos<g)m + sin(g)ei¢|l) (15.1)

Ce vecteur complexe a deux composantes, peut étre représenté sur une sphere, appelée
sphere de Bloch, ol 6 est I’angle par rapport a la direction z et ¢ est I’angle dans le plan
xy par rapport a x (Figure 15.1).

Il est utile de se remémorer (voir Chapitre 2) la représentation des bases X, Y et
Z c.-a-d. {|+), 1)}, {|O), 1O} et {|T), 1)} sur cette sphere. La base Z consiste en deux
vecteurs opposés le long de I’axe z, la base X de deux vecteurs opposés le long de I’axe
x et la base Y de deux vecteurs opposés le long de y.

Considérons la matrice

G 7l = oy + Oyhy + Ny (15.2)

ou (o, 0y, o) sont les trois matrices de Pauli et (n,, ny, n;) est un vecteur unité tel que
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Figure 15.1 La sphere de Bloch.

n% +nl+n? = 1. Soit aussi n, = sin(6) cos(¢), n, = sin(f) sin(¢) et n. = cos(f). C’est-
a-dire que 7 est "identique" & la représentation de |i) sur la sphere de Bloch. On peut
vérifier que

o -ty = (+ D) (15.3)

C’est-a-dire que i) est un vecteur propre de & - 7i avec valeur propre +1. On peut donc
se faire I’image que "|i) sur la sphere de Bloch est la projection du vecteur & sur I’axe
i".

La formule pour I’exponentiation de & - 7 (analogue & la formule d’Euler) est donné

par
exp(i%& . ﬁ) = cos (%)]1 + (0 - ﬁ)sin(%). (15.4)

Pour comprendre la signification de cette matrice 2(E2 considérons un cas particulier.
Prenons 77 = (0,0, 1) (c.-a-d. ’axe z) et appliquons la matrice sur |i).

exp(i%oz) = exp(i%az){cos (g) 1) + € sin(g) Il)} (15.5)
= ¢i% cos (g) 1) + eiteis sin(g) 1) (15.6)
- e"%{cos(g) 1) + €@ sin (g) |¢>} (15.7)

Le préfacteur ¢/ n’a pas de signification physique puisque c’est une phase globale. Le
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nouveau vecteur sur la sphere de Bloch fait toujours un angle 6 avec z et un angle (¢ — )
dans le plan xy avec I’axe x. Ainsi I’opérateur exp(i %o-z) représente une rotation d’angle

(—a) autour de I’axe z. De méme, la matrice exp(—i%a-z) représente une rotation d’angle
(+a) autour de I’axe z.

Plus généralement, la matrice exp(—i 50 - ﬁ’) représente une rotation d’angle (+a) et
d’axe 7 sur la sphere de Bloch.

Nous allons voir que la dynamique du spin dans un champ B constant fait intervenir
de telles relations (autour de B qui joue le role de 7 essentiellement).

L'Hamiltonien du spin dans un champ magnétique

Nous avons vu a la Section 2.7 que I’énergie d’interaction d’'un moment magnétique M
avec un champ magnétique B est donnée par (comme en physique classique):

E=-M-B (15.8)

En physique quantique, 1’observable M devient une matrice. Pour les moments magné-
tiques de spin 1/2 (comme celui de 1’électron, du proton, de certains noyaux atomiques,
etc) on a

w8 (15.9)
2
ou & = (o, 0y, 0) est le vecteur dont les composantes sont constituées par les trois
matrices de Pauli. Ainsi I’énergie d’interaction d’un spin 1/2 dans un champ magné-
tique est donné par une matrice 2(E2 (hermitienne, car c’est une observable) appelée
Hamiltonien

n
H= —%B-& (15.10)

En composantes, cette matrice est explicitement

H=-=

gh( B.  B.—iB,
2 \B,+iB, -B. (15.11)

Considérons maintenant un champ magnétique constant (qui ne varie pas avec le
temps). On peut toujours choisir ’axe z le long du vecteur B = (0,0, B). Par conséquent:

H=-ZBo=-—o=-— (15.12)

gh fiwg hwo (10
2 2
oll iwy = ghB par définition. Ici wy a 'unité d’une fréquence [s~'] et s’appelle la

c B
fréquence de Larmor. Les deux valeurs propres de H sont —% et +752 et les vecteurs
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propres correspondants sont |T) et ||). On peut représenter ces valeurs propres sur un
diagramme donnant les "niveaux d’énergie" du systeme (Figure 15.2).

Figure 15.2 Niveaux d’énergie du systeme

Les systemes dont I’Hamiltonien possede un spectre d’énergie de ce type s’appellent
des "systemes a deux niveaux". Il existe plusieurs types de systemes a deux niveaux
(exacts ou approximatifs) dans la nature. Ils peuvent tous étre mathématiquement mod-
élisés par "I’Hamiltonien d’un spin dans un champ magnétique", et donc le formalisme
décrit dans ce chapitre dépasse de loin le cadre de la dynamique des moments magné-
tiques dans un champ magnétique.

Nous allons considérer aussi des champs magnétiques variables dans le temps du type

B = (0,0, By) + (B; cos(wt), —B; sin(wt), 0) (15.13)

Il s’agit d’un champ auquel on a ajouté une partie tournante dans le plan xy. L’Hamiltonien
du spin dans ce champ est donné par la matrice

i B Bi(cos(wt) + i sin(wt
=5 o (costwn) (@n) (15.14)
2 B1<cos(wt) - zsm(wt)) By
En introduisant les matrices
0 1 00
oy = (0 0) et o_= (1 0) (15.15)
On peut réécrire cet Hamiltonien sous la forme
71 71 . )
H = —%0} - %(o:,e“‘” + O'_e_“"’) (15.16)
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Notons que [T) et || ) ne sont plus des états propres a cause du terme dépendant du temps.
En fait, ce terme est responsable de transitions quantiques entre ces états, car

o) =11 et o) =0 (15.17)
o D=y et o [l)=0 (15.18)
Nous allons voir que ces transitions entre les niveaux d’énergie de la partie —;%0'1 sont

exploitées dans la RMN et la réalisation des portes logiques.

La précession de Larmor

Dans ce paragraphe, nous étudions 1’évolution temporelle d’un état /) = cos (%) Ty +

€ sin ( %7) |1} dans un champ magnétique constant B= (0,0, By) orienté dans la direction
zZ.

D’apres les postulats de la mécanique quantique, cette évolution temporelle est don-
née par une matrice unitaire qui dépend du temps

U@, 0)ly) = (1)) (15.19)

telle que U(t3,)U(tr, 1) = U(ts, 11). (Ici U(t, s) signifie 1’évolution de I’instant s a
I’instant 7). Cette matrice est la solution de I’équation de Schrodinger:

ihdit U(t,0) = HU(1,0) (15.20)

Il s’agit donc de résoudre cette équation de Schrodinger.
La résolution est aisée si H ne dépend pas du temps ¢. En effet, il est facile de vérifier
qu’alors

U(t,0) = exp(—i%H) (15.21)

est solution. Par contre, si H dépend du temps, la solution est plus compliquée et en
particulier cette formule simple n’est plus valable.

Pour le cas du champ B = (0,0, By) constant ou H = —ﬁ%az indépendant du temps,

on a:

U(1,0) = exp(it%(rz) (15.22)
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Nous reconnaissons ici la matrice de rotation autour de 1’axe z et d’angle (—fwy). Ainsi

I’état a I’instant t est

(o) = exp (200w

0
2
w

<
cof2efor 2+ (Y}
e

z%)cos( )IT) +é? exp( - ztw?o)sm( )Il)
w

- 3 - )i o)

(15.23)
(15.24)
(15.25)

(15.26)

L’angle ¢ évolue comme ¢ — fwy avec le temps. Sur la sphere de Bloch on a un mou-
vement appelé précession de Larmor autour de z (I’axe de B) et la fréquence de la

. . T 2m
précession de Larmor est wy lui-méme (la périodicité temporelle étant — = Tj).
w

Y

X

Figure 15.3 Précession de Larmor sur la sphere de Bloch. Le vecteur paramétrisé par 6 et ¢

tourne autour de 1’axe z a la fréquence wy.

15.4 Oscillations de Rabi

Nous allons maintenant nous attaquer a la dynamique du spin dans le champ B =

(0,0, By) + Bl(cos(a)t), — sin(wt), O) tournant.
L’équation de Schrodinger donnant I’ opérateur d’évolution
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d
ihd—tU(t, 0)=H@®U(t,0) (15.27)
est toujours valable avec ici avec
h h 4 ,
H(O = -2 - %(O;ew” + cr_e*'mf) (15.28)

Néanmoins, 1I’équation de Schrodinger est moins aisée a résoudre car H(t) dépend du
temps. Pour nous affranchir de cette difficulté, nous faisons un changement de référen-
tiel. Dans le nouveau référentiel, I’ Hamiltonien est indépendant du temps et il est facile
de calculer I’opérateur d’évolution. Soit:

19(0) = exp (i K o) (15.29)
_%‘“ 0
avec K = .
)

2
Ici ’exponentielle est la matrice de rotation d’angle (tw) autour de z. Puisque |y (7)) =

U(t,0)|(0)) on trouve

3(0) = exp (i KU, 0l (0) (15.30)
= 0(t, 0)|y(0)) (15.31)

Ainsi, le nouvel opérateur d’évolution dans le nouveau référentiel est U(z, 0) = €1 XU(z, 0).
Pour obtenir I’équation de Schrédinger, on calcule:

d ~ ] .t .1
ih=0 = ih%Ke’zKU + dKH@OU (15.32)
. -ty
={_K+61§H<t>e h}U (15.33)
_ AT (15.34)

Le nouvel Hamiltonien est H. On le calcule facilement. En effet:

ik e_i%m 0
e'n _( 0 e"'?) (15.35)
ce qui donne finalement,
- ho hw
A= =0~ T‘ax (15.36)

avec § = w — wy. L opérateur d’évolution U est donc

0= exp( - %H) - exp{—i%(do'z - wla'x)} (15.37)
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On peut calculer cette matrice a partir de la formule "d’Euler généralisée” (15.4). A
partir de 13, on déduit

U=e'ik0 (15.38)
L’ opérateur d’évolution final obtenu sans aucune approximation est:

U@, 0) =T 4 (15.39)
upr  uyy

avec les 4 éléments de matrice:
jlw t ) ) . 0 [t ) 5
up =e': {cos(z 0% + wl) + [ — sm(z 0% + ‘”1)} (15.40)
AJO% + w%

up = — e K s1n( \/62 +w2) (15.41)
1[('52 1

t
L O i sm(2 62 +w1) (15.42)

up =
{0+ w?
t 0 (o o
uy =e {cos( +w1) —— sm(—,/é +w1)} (15.43)
O+l 2

Nous avons completement résolu le probleme de la dynamique du vecteur d’état |y)
dans un champ magnétique du type (B cos(wt), B; sin(wt), By). A partir de I’opérateur
d’évolution, on peut calculer les probabilités de transitions suivantes
Py (@) = KUUOIDI? = Jupy|? (15.44)
Pipyin(®) = KNIUMINI? = Jury |2 (15.45)

""E

La premiére probabilité représente la probabilité d’observer I’état || ) a I’instant t lorsque
I’état initial est |T). C’est donc la probabilité que le spin soit "retourné”. La seconde est
la probabilité que le spin reste inchangé. On trouve:

w>2

2
_ 1 (L] 2
Phoip@® = 7ol ( Sln(z 0% + a)l))
t 5 2 62 It 5 2
P|T>4>|T>(l‘) = (COS(E "62 + (/.)1)) + m(sln(z "62 + (/.)1))

On vérifie bien que ces deux probabilités se somment a 1, comme il se doit.

(15.46)

La Figure 15.4 représente la probabilité de transition Pjpy_,;y(¢) en fonction du temps.
2

Zr__ et de hauteur

@i
Vo2 +w? Vo2 +w?

Nous

C’est une fonction périodique de période Tryp =
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voyons que I’amplitude est maximale lorsque 6 = 0 c.-a-d. w = wy, lorsque la fréquence
du champ tournant est égale a la fréquence de Larmor. Lorsque § > w; (on parle de
detuning) la probabilité de transition est faible.

A PT%L (t)

w1

V62 +w?

Y

27

T .=
Rabi \/m

Figure 15.4 Probabilité de transition en fonction du temps.

15.5 Réalisations des portes quantiques

Les oscillations de Rabi, appliquées au cas 6 = 0 (w = wy tuning parfait entre la
fréquence de rotation du champ tournant et la fréquence de Larmor) permettent de
réaliser certaines portes a un qubit. Ici nous discutons les portes NOT et de Hadamard.

La porte NOT

En prenanto = Oet? = TRT‘” = Z- onvoitque Py, = 1. Ainsi le spin est retourné avec
probabilité 1 par un champ tournant tel que w = wq enclenché pendant un temps ¢ = wil
B " " - T
Un tel champ s’appelle un "z-pulse” dans le langage de la RMN. Le temps ¢ = o est
en gros la durée de basculement du spin.
Pour vérifier que 1’opérateur d’évolution unitaire correspond bien (est équivalent) a

la porte NOT, il est commode d’examiner 1’évolution dans le référentiel tournant.

t
U= exp( - 1'5(60'Z - wlo'x)). (15.47)
Pour6 =0ett = wil on trouve

0= exp(i—a'x) _ (0 1) (15.48)



220

La Dynamique du Spin

Il s’agit d’une matrice de rotation d’angle « autour de I’axe x. Le vecteur |T) est bien
transformé en ||) et || ) est bien transformé en |T).

La porte de Hadamard

Cette fois on fixe 6 = 0 (tuning parfait w = wy) et on enclenche le champ tournant
(B cos(wt), —Bj sin(wt), By) pendant un temps ¢ = T’*T’ = 2”71 Notez que cette durée
est la moitié de celle de la porte NOT. On trouve alors P,y = % et Py = % Plus
précisément dans le référentiel tournant

U= exp( - i%(éa’z - a)lzrx)) (15.49)
= exp (i%a’x) (15.50)
- cos(%)]l + isin(;—r)(rx (15.51)
_ % (1 i) (15.52)

Cette matrice effectue le basculement de |T) vers %(IT) +i]])) et le basculement de |])

vers %(HT) + ) = %(H) —i|])). Cette opération est physiquement équivalente a une

1 1
— L
porte de Hadamard, H = 7 ( | - ]).
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16.1

Hamiltonien d’Heisenberg et
Portes a deux qubits

Dans le Chapitre 15, nous avons discuté la dynamique du spin dans un champ magné-
tique dépendant du temps. Cela permet comme nous 1’avons vu de réaliser des portes
a un qubit. Par exemple, nous avons vu comment réaliser les portes NOT et Hadamard
(Section 15.5). Pour implémenter le calcul quantique, il faut encore étre capable de
réaliser des portes a deux qubits. Nous avons vu que I’ensemble des portes universelles
contient CNOT et en principe cette porte a deux qubits suffit a fabriquer n’importe
quel circuit. Cette porte fait intervenir deux qubits et ne peut étre réalisée qu’a partir
de leur interaction. Cela est généralement vrai pour toute porte a deux qubits (qui est
non triviale). Pour cette raison, nous allons tout d’abord étudier 1’interaction entre deux
moments magnétiques. Nous verrons ensuite qu’avec certaines formes de cette inter-
action magnétique il est possible de fabriquer les portes voulues. De telles interactions
magnétiques abondent dans la nature. Ce point sera discuté au Chapitre 17.

Hamiltonien d’Heisenberg

Nous avons vu que 1’énergie d’interaction entre un moment magnétique M etun champ
magnétique B est donné par —B - M (Section 2.7). Considérons maintenant deux mo-
ments magnétiques M, et M,. On peut penser a ceux-ci comme a deux petits aimants.
Pour minimiser leur énergie, ceux-ci vont avoir tendance a s’éloigner de facon "antipar-
allele", comme I’illustre la Figure 16.1.

Ici les boucles représentent les lignes du champ magnétique. Si nous demandons que
I’énergie d’interaction soit indépendante de 1’orientation globale du systéme, c’est-a-
dire qu’il n’y a pas de direction privilégiée; on peut prendre comme Hamiltonien simple
(ici " =~ proportionnel "):

H=~M, M (16.1)

Notons aussi que cette expression est la seule possible qui soit a la fois invariante sous
les rotations du référentiel (pas de direction privilégiée) et du premier ordre dans M, et

M.

Pour les moments magnétiques quantiques 1ntr1nseques de spln 1/2 (par exemple pro-
ton, noyaux atomiques 3¢, 19¢C, etc.) nous savons que M] =g 20'1 et Mz = g220'2 ol
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Figure 16.1 Lignes de champs de deux dipdles magnétiques

07 et 0% sont les vecteurs des matrices de Pauli et g, g» dépendent du type précis de
noyaux. L’Hamiltonien d’interaction entre deux moments magnétiques quantiques de
spin 1/2 est donc donné par (systeme invariant de rotation):

H=hJo -0 (16.2)

otl 2J 2 I’unité d’énergie et J ’unité d’une fréquence [s~'].
Faisons quelques remarques importantes sur I’interprétation du produit scalaire ci-
dessus. Tout d’abord & - 0 doit étre une matrice 4 X4 puisqu’il s’ agit d’une observable

(matrice hermitienne) agissant sur les états de deux qubits (sur I’espace de Hilbert C> ®
C?). Ainsi

-0 =01®03+0, @0, +0, 075 (16.3)

Explicitement, dans la base canonique
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000 1
o1y o1y oo1o
0'1®O'2—(1 0)@(1 0) “lo 1 0o (16.4)
1000
000 1
. {0 =i\ {0 =\ oo 10
0—)1®0)2:(i O)®(i o) “lo 10 0 (16.5)
100 0
1 0 0 0
) 1 oy (1 o\ [0 -1 0 o
”1‘2’”3:(0 —1)®(o —1)= 0 0 -1 0 (16.6)
0 0 0 1
Et donc
1 0 0 0
H:hJ(ﬁ.azthg _21 _2] 8 (16.7)
0 0 0 I

Il est facile de calculer les valeurs propres (niveaux d’énergie) et vecteurs propres de
cette matrice. Néanmoins, il est encore plus instructif de le faire en utilisant I’algebre
de Pauli.

Introduisons les matrices

ot = %(o-x +i0”) = (8 (1)) (16.8)
o= %(o"‘ —i0?) = ((1) 8) (16.9)

Le lecteur vérifiera que o*|T) = 0, o*|1) = |T), o) = 0, o~|T) = ||). En exprimant
o et 0@ en fonction de o* et o~ il est facile de montrer que

H:hJ{oﬁ Q05+ 20 ®0; +o',_®0';)} (16.10)

On peut vérifier que les €léments de matrice (s s5|H|s1s2) ou s1, 52, 57, 85, =T, | donnent
la matrice écrite précédemment. Par exemple

HITL) = 2107 ® o)ITL) (16.11)
= 21J|L1) (16.12)
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Si bien que ([ T|H|T]) = 2hJ.

Considérons maintenant 1’action de H sur I’état %(ITL) — |1T)) (Notez que cet état
est I’un des états de Bell).

o1 @y (ITLH - ==L - L) (16.13)
oy @y (1L =1L = -I1T1) (16.14)
ooy (ITL) =1L = IID). (16.15)
Ces trois équations impliquent
H(TL) = 1) = =30J(TL) = LT). (16.16)
Létat -=(|T1) = |LT)) est donc un état propre de H d’énergie —37J.

V2

Considérons ’action de H sur les trois états |[TT); %(ITL) + [T et [L]). On voit
facilement que (0] ® 0, + 0] ® 03 ) s’annule contre ces trois états. Il reste donc I’action
de 0% ® o5 qui donne

HITT) = nJITT) (16.17)
H(TL) + L) =rJ(TL) + L) (16.18)
H|L]) =nJ|l]) (16.19)

Ainsi, ces trois états sont états propres de H avec niveaux d’énergie (valeur propre) +#J.

En résumé, I’état fondamental de H est 1’état dit "singulet" d’énergie —3AJ et les
autres états, dits "triplets", possédant tous la méme énergie +1J.

X e . Lot L. =4 .
A titre d’exercice, regardons I’effet d’un champ magnétique extérieur B sur les niveaux
d’énergie du systeme. L’Hamiltonien devient:

h hgy 5
H= —%E’)wﬂ - %B -y + RIG, - (16.20)
Notez que le terme B- & doit étre interprété comme (§~ o1 ®1,) et le terme B- & doit
étre interprété comme (1; ® B - ). 1l est clair que nous pouvons orienter Ble long de
’axe z. Puisque ’interaction magnétique %J0 - 0, est invariante sous les rotations cela

ne fait pas de différence sur les niveaux d’énergie.

Considérons le cas le plus simple de deux noyaux identique g; = g». Alors en posant
aussi igB = fiwy (la fréquence de Larmor, Section 15.3), on est amené a étudier les
niveaux d’énergie de

7
H:-%(azl@nﬁ]ll@ag)mmj-@ (16.21)

On a
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HITT) = (=hwo + RHITT) (16.22)
H|l]) = (+hwo + 1D)|LL) (16.23)
H(TL + LT =rJ(TLH) + L) (16.24)
H(TL) =T = =3J(TL) = L) (16.25)

Nous voyons que I’énergie de 1’état singulet est inchangée. Cela n’est pas surprenant
puisque dans cet état les composantes z du spin sont opposées. La méme remarque vaut
pour I’état (|T])+[1T)). Les états |TT) et |} |) voient leurs énergies descendre (orientation
parallele a E) et monter (orientation anti-parallele a §). Le point important ici et que la
dégénérescence de I’état triplet est "levée" par la perturbation additionnelle: ceci est une
caractéristique assez générique en MQ. Le graphe de 1’énergie des états en fonction de
B ol wy est donné a la Figure 16.2.

1

hJ [t D+ D

—3hJ ~_ " rD>—pp

Figure 16.2 Graphe de 1’énergie des états triplets et singulets en fonction de ’intensité du champ
magnétique extérieur B.

Il existe un champ critique ﬁc au-dela duquel c’est I’état |TT) qui devient état de plus
basse énergie (état fondamental).

Porte SWAP et Hamiltonien de Heisenberg

La porte SWAP est donnée par la définition suivante sur les états de la base computa-
tionnelle:

SWAP |x, y) = [y, x) (16.26)
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Par linéarité, cette définition s’étend sur tout I’espace de Hilbert. Cette porte est impor-
tante car elle permet d’échanger les qubits d’un circuit. De plus, on peut réaliser une
porte SWAP a partir de 3 portes CNOT: Figure 16.3.

1x) P by

|x)

fan
Ay
fan
A

()

Figure 16.3 Circuit pour la réalisation du SWAP.

De plus, on peut montrer qu’il est possible de réaliser CNOT a partir de VSWAP et
de portes a un qubit. Ainsi VSWAP joue aussi le role de porte universelle au méme titre
que CNOT.

Dans ce paragraphe, nous montrons que la porte SWAP peut étre réalisée grace a
I’Hamiltonien d’Heisenberg isotrope. De méme VSWAP peut aussi étre fabriqué avec
ce méme Hamiltonien.

Calculons tout d’abord 1’opérateur d’évolution pour I’Hamiltonien d’Heisenberg.

it
Unes(®) = exp (= 5 Hias ) (16.27)

Nous allons le faire en notation de Dirac et dans la base des états propres de cet Hamil-
tonien. Sa décomposition spectrale est:

. _W{m —1UD (M- <m}

V2 V2
T+ (PU+ U
+hJ{|TT><TTI+ 5 a

Dans la base des états propres, il suffit de calculer I’exponentielle des valeurs propres:

(16.28)

+ Ill><lll} (16.29)

(16.30)

T - (T - (lTI}
V2 V2

T+ QU+ (T
V2 V2

Un bon exercice que nous laissons au lecteur est d’écrire a partir de cette expression la
matrice en composantes dans la base canonique |T1), [T]), [LT), [{1)-

Uheis(?) :eiSh{

e+ Lubalp o a6an

Prenons maintenant # = ;. C’est-a-dire que nous supposons que I’interaction magné-
tique est enclenchée pendant un intervalle de temps ;5 seulement. Bien sfir, en pratique
cela pose un probléme car on ne peut pas enclencher et déclencher a volonté les in-
teractions magnétiques entre moments magnétiques. Mais nous verrons au Chapitre 17
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comment "la technique de refocalisation” (Section 17.4) permet de remédier a ce prob-
leme.

Pourt = 75 ona e/ = ¢ F = —¢if et e = ¢, Ainsi
T e ML= (M=)

UHeis(E) =e { N N (16.32)

ITH D U+ AT
+TDHAT + N AR + Ill><lll} (16.33)

11 est facile de voir sur cette formule que

UHeis(%)lTﬁ =4 (16.34)
UHeis(:_])ul) =e4|L) (16.35)
UHeis(%)(”l) +IUM) = e AT + 1) (16.36)
UHeis(%)(nsL) M) = =AM — 1) (16.37)
= e U - 1T (16.38)

A une phase globale prés (qui n’est pas importante physiquement), nous voyons que
U Heis(%) échange bien les deux qubits. Sous cet échange, 1’état triplet reste invariant et
I’état singulet change de signe. Notez que 1’addition et la soustraction des deux derniéres
équations donnent bien:

Vs —[%

UHeis(E)”l) =e 1T (16.39)
T 71%

UHeis(E)l»LT> =e "4 T) (16.40)

qui n’est rien d’autre que le SWAP.
Pour obtenir VSWAP, il suffit de choisir ¢ = Sﬂj au lieu de 4%!

Porte CNOT et interaction magnétique anisotrope

Si les moments magnétiques sont dans un environnement anisotrope alors I’Hamiltonien

de Heisenberg devient anisotrope lui aussi. Un cas extréme, mais qui est une tres bonne
approximation dans certaines expériences de RMN (Chapitre 17) est celui d’une anisotropie
ol la direction z est dominante (par exemple a cause du champ externe ﬁo = (0,0, By)
trés puissant par rapport aux interactions magnétiques). Dans ces cas, un Hamiltonien
qui décrit le systéme raisonnablement bien est

H = hJo’ ® 0. (16.41)

Cet Hamiltonien est purement diagonal:
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10 0 0
1 0) (1 0 0 -1 0 0
H:h](o —1)®(0 _])thO o -1 0 (16.42)
00 0 1
= hJ{ITT)(TTI = T = AT+ Ill><lll} (16.43)

L’ opérateur d’évolution est donc

T = TN + e IT LT + e IUDUT + e LI (16.44)
e™ 0 0 0
0 €Y 0 0

= ) 16.4
0 0 Y 0 (16.45)
0 0 0 e
L’identité suivante peut facilement étre démontrée:
CNOT = (1, ® H))(R; ® Ry)e” "1 (1, ® Hp) (16.46)

OUR; = exp(—i%o-zl) etR, = exp(—i%oé) = (e;X e?g).

Ainsi la porte CNOT peut étre réalisée en "enclenchant” 1’interaction magnétique pen-
dant un temps 75 et en combinant cela avec des manipulations a un qubit. A nouveau, en
pratique, il faut utiliser la "technique de refocalisation" (Section 17.4) pour "enclencher”

et "déclencher" I’interaction magnétique.

Le circuit associé a la réalisation de CNOT correspond a la formule (16.46):

)
U(%) CNOT |xy)

» —{7

Figure 16.4 Circuit pour la réalisation du CNOT.
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17.1

Réalisations expérimentales

Nous exposons dans ce chapitre les principes de base des réalisations expérimentales
des algorithmes quantiques. L’illustration des principes sera faite dans le cadre de la ré-
sonance magnétique nucléaire (RMN), qui, comme nous le verrons, a permis de réaliser
certains algorithmes, tels que celui de Shor, en laboratoire. Méme s’il n’est proba-
blement pas possible d’aller au-dela d’une dizaine de qubits avec la RMN, celle-ci a
I’avantage d’illustrer de facon concrete et simple les principes universels qui s’ appliquent
aussi bien a d’autres technologies plus prometteuses. En effet, quelle que soit la tech-
nologie sous-jacente pour la fabrication et la manipulation de qubits effectifs, les hamil-
toniens régissant leur dynamique ne peuvent étre que des "polyndmes" exprimés a partir
des matrices de Pauli, contenant des termes linéaires et quadratiques a 1’ordre le plus
bas.

Les systéemes en jeu

Dans le cas de la RMN, les qubits sont les moments magnétiques de noyaux atomiques
de spin 1/2, de molécules appropriées. Ces molécules sont naturelles ou éventuelle-
ment synthétiques, et forment un fluide ou solide macroscopique. La Figure 17.1 mon-
tre deux molécules naturelles - le chloroforme et le trichloroéthyléne - qui ont déja été
utilisées pour le calcul quantique. Comme nous le verrons, chaque molécule correspond
en quelque sorte a un circuit quantique. Dans ces molécules, les qubits en jeu sont les
spins 1/2 des noyaux d’hydrogéne 'H, de carbone '3C et de fluor °F. Le noyau de
I’atome hydrogéne est un proton qui posséde un spin 1/2. Le '*C contient 6 protons
et 7 neutrons'. Dans 1’état fondamental du noyau, les spins des protons et neutrons se
compensent entre eux, si bien que le spin total est 1/2. La situation est similaire pour
I’isotope '°F du fluor qui posséde 9 protons et 10 neutrons.

Le fluide (ou le solide) a température ambiante, est placé dans une région ou regne
un champ magnétique statique By = (0,0, By) orienté dans la direction z, d’intensité
By ~ 1 — 10T. Il s’agit d’un champ trés intense: 1T = 10° Gauss, le Gauss étant I’ordre
de grandeur du champ magnétique terrestre. Les fréquences de Larmor des moments

! 1 s’agit de Iisotope du '?C contenant 6 protons et 6 neutrons et posséde un spin total nul; le '*C connu
pour étre utilisé pour la datation, est un autre isotope contenant 6 protons et 8 neutrons, et son spin total
est aussi nul. Les atomes de carbone sont électriquement neutres et contiennent tous 6 électrons; les
propriétés chimiques sont régies par le nuage électronique et sont donc identiques pour des isotopes.
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Figure 17.1 Molécules de chloroforme (gauche) et trichloroéthyléne (droite). Les atomes
d’hydrogene ' H, carbone '*C et fluor ' F dont le noyau de spin 1/2 est un qubit, sont entourés.
Les noyaux des atomes de chlore possédent un spin nul et ne sont pas des qubits.

OO

Cl

cl

magnétiques des noyaux 'H, 3C, '°F sont de I’ordre de grandeur w; ~ 10 — 100MHz
(IMHz = 10°Hz).

Les portes a un qubit sont réalisées par des pulses de radiofréquence B, e & intensité
w; ~ 0.1 — IMHz. Ces pulses sont générés par une ou des bobines parcourues par un
courant alternatif de radiofréquence w. Il est possible d’agir sélectivement sur un type
de qubit 'H, 3C, °F en réglant w sur la fréquence de Larmor du qubit (cas résonant).
L’influence sur les autres qubits ayant une fréquence de Larmor différente (non réson-
nante) peut étre négligé. Nous verrons que I’environnement chimique d’un qubit dans la
molécule a un effet correctif sur les fréquences de Larmor. Ce point est important, d’une
part car il faut régler les fréquences de résonance suffisamment précisément, et d’autre
part car cela permet d’agir sélectivement et distinguer les qubits de noyaux identiques.
L’intensité w; donne I’ordre de grandeur de la durée de la porte 7| = 37’]7 ~ 107 sec.

Les portes a deux qubits sont réalisées par la nature elle-méme. Comme nous le
verrons, il est possible de prendre avantage de I’interaction spin-spin de type Heisen-
berg pour réaliser des portes a deux qubits. La durée de ces portes est déterminée par
Iintensité du couplage spin-spin et est d’environ 1073 sec. Celle-ci est donc mille fois
plus longue que la durée des portes a un qubit. Cette derniere pourra en premieére ap-
proximation étre négligée.

A ce point, il est instructif de se faire une image des différentes échelles d’énergies en
jeu. Le "circuit quantique moléculaire" est contrdlé grace aux pulses de radiofréquence.
L’énergie mise en jeu dans ces pulses de radio-fréquence est iw; ~ 107° eV. Celle-ci
est au moins mille fois plus faible que toutes les autres énergies en jeu, si bien que ces
pulses n’affectent en rien la structure moléculaire. En effet, les énergies d’excitations
du nuage électronique sont de 1’ordre de ’eV?; 1’énergie du splitting Zeeman des spins
électroniques est de 1’ordre de 1073 eV>.

Le calcul quantique par RMN porte simultanément sur un nombre macroscopique
de molécules et la mesure collective finale produit directement un résultat statistique.
Pour pouvoir manipuler les moments magnétiques des noyaux actifs dans la molécule,
il faut pouvoir caractériser et séparer de facon suffisamment précise leurs fréquences

2 1eV=1,610"" Joule, ] = kgm?/s?, et i = 6,58211928(15).10" 16 V.
3 L’énergie d’excitation interne des noyaux est 10° eV, et pour les nucléons ~ 10° eV (I’échelle de la
chromodynamique quantique).



17.2

17.2 Oscillations de Rabi et portes a un qubit 231

de Larmor. Ceci n’est possible que pour des molécules de tailles relativement, faibles
contenant jusqu’a une dizaine de qubits. Méme s’il était possible de synthétiser des
molécules avec une centaine ou un millier de noyaux représentant les qubits actifs, les
fréquences de Larmor formeraient un quasi-continuum et il deviendrait difficile de les
manipuler et/ou de maintenir la cohérence des états quantiques. En effet, dans ce cas,
d’une part les énergies d’excitations thermiques, et d’autre part la largeur des pulses
de radiofréquence sont plus grandes que les différences entre fréquences de Larmor.
C’est une des raisons pour lesquelles il n’a pas été encore possible d’utiliser la RMN
pour fabriquer un ordinateur quantique fonctionnant sur plus d’une dizaine de qubits.
Une autre raison importante provient du fait que les spins de 1’état initial ne sont pas
suffisamment bien polarisés et leur état est loin d’étre un état pur. C’est un état équilibre
thermique. L'une des innovations des expériences par RMN fut de transformer 1’état
thermique en état "pseudo-pur”. Ce dernier point dépasse le cadre de ce cours ne sera
pas abordé ici*.

Oscillations de Rabi et portes a un qubit

Ce paragraphe résume ’essentiel de la théorie des oscillations de Rabi, qui sont a la base
de la réalisation des portes a un qubit telles que les portes de Hadamard, les rotations
autour de x, y ou z, ou encore les 7/ 2k shifts.

L’hamiltonien d’un moment magnétique dans un champ EQ = (0,0, By) est

gh o hiwy,
Hz_%BO'U-:_TO—Z'

Pour le noyau d’hydrogene 'H, g ~ 5.59, m = 107> kg et g = 1,6107"° C, ce qui
donne une fréquence de Larmor w; ~ 100 MHz. L’évolution temporelle d’un état est
donnée par’
Wy = &5 cos 21y + e sin D)),
2 2

On peut se faire une image de cette dynamique en représentant I’état par un vecteur
sur la sphere de Bloch. Ce vecteur possede un angle 8 constant avec z, et effectue un
mouvement de précession de fréquence w; autour de I’axe z.

Lors d’une expérience de RMN, le champ By ~ 1 — 10 Tesla est fixé une fois pour
toute et tous les moments magnétiques effectuent un mouvement de précession autour
de z, avec une fréquence de Larmor qui leur est propre.

Pour manipuler les moments magnétiques on utilise un champ de radio-fréquences,
de fréquence w et d’intensité B; ~ 1072 Tesla. Pour que ce champ influence notablement
un moment magnétique, il faut régler sa fréquence sur la fréquence de résonance w =
wr. Dans ce cas, le spin peut absorber ou émettre un quantum d’énergie fiw précisément

4 A titre d’information, indiquons qu’un état pseudo-pur est une matrice densité de la forme
p = al + 6|¥)(P|. La moyenne de toute observable A a trace nulle, satisfait TrpA = 6('Y|A[¥). Lorsque
I’on transforme 1’état thermique en état pseudo-pur, § diminue avec le nombre de qubits et le signal
résultant de la mesure devient trop faible

5 Létat initial est obtenu en posant ¢ = 0.
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égal a la différence entre les niveaux d’énergie du moment magnétique dans le champ
By. Un basculement du spin autour des axes x et/ou y est réalisé en enclenchant le champ
de radio-fréquences §1(t) = (Bj cos wt, By sin wt, 0). L’hamiltonien est

hiwy, hiw, .
H= —TO'Z - T(O'x cos wt + oy sin wt).

Le calcul de I’opérateur d’évolution donne alors (si w = wy)

prob(I1) — 1) = KUU®IT* = sin® ‘”7”

Nous voyons que la probabilité de transition oscille entre O et 1 avec une période égale

a 37’]’ ~ 107 sec. Ce sont les oscillations dites de Rabi.

Porte NOT. Si I’on pose t = wll (moitié d’une période de Rabi) on trouve
U(=) = o, = NOT.
w)

Ainsi, pour réaliser une porte NOT, il suffit d’enclencher le champ de radio-fréquences

pendant une durée Z-. Cette opération, s’appelle aussi un n-pulse et retourne le spin

1) = [y et 1L) — 7).

Porte de Hadamard. Pour ¢ = 2”71 (quart d’une période de Rabi) on trouve

b
Uz=—)=H.
(2w1)
Pour réaliser une porte H il suffit d’enclencher le champ de radio-fréquences pendant
une durée ziwl Cette opération, s’appelle aussi un 7/2-pulse et fait basculer un spin,

initialement le long de z, dans le plan xy. |T) — %(H) +M))et]l) —» \%(H) — ™).

Autres portes. En théorie, on peut procéder de fagon similaire pour réaliser d’autres
opérations a un qubit, par exemple les rotations autour de z. Nous noterons qu’en pra-
tique, vu la configuration des bobines, on ne peut pas créer des pulses de radiofréquences
le long de z. Pour réaliser la rotation d’un qubit autour de z on utilise plutét un déphasage
des signaux ultérieurs sur ce qubit, ce qui simule une rotation du référentiel autour de z.
Ce déphasage dépend de la fréquence de Larmor du qubit en question.

Finalement, il est important de noter que les pulses de radio-fréquences agissent
sélectivement sur les qubits associés aux noyaux g, B, YF car les fréquences de
Larmor sont bien séparées. Nous verrons que cela est aussi possible pour des noyaux
identiques car leur environnement chimique dans la molécule modifie 1égerement leurs
fréquences de Larmor.

Couplage spin-spin et portes a deux qubits

Les portes a deux qubits exploitent I’interaction naturelle entre moments magnétiques.
L’évolution temporelle correspondant a cette interaction est un opérateur unitaire qui
ne peut pas se ramener au produit tensoriel de deux unitaires a un qubit. En d’autres
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termes, cette interaction crée de I’intrication et permet en particulier de réaliser la porte
CNOT. Notons immédiatement que cela ne va pas sans poser de problemes car cette
interaction n’est pas déclenchable a souhait. En effet, elle est naturelle ! Ce probleme
peut étre contourné grace a la technique de refocalisation (Section 17.4).

Pour deux moments magnétiques nucléaires dans la molécule, reliés par un axe, i
I’interaction dipolaire magnétique est de la forme

hJgip(3(Fy - H)(F5 - ) — Oy - O2).

La constante de couplage décroit comme I’inverse du cube de la distance entre moments
magnétiques. Notez qu’il y a dans cette expression deux structures algébriques: le pro-
duit scalaire dans 1’espace Euclidien et le produit tensoriel entre matrices de Pauli dans
I’espace de Hilbert des spins. Ce premier terme ne joue pas de rdle dans un fluide car
les rotations thermiques des molécules induisent un effet de moyenne sur le vecteur 7.
En effet, (n;) = O et (n%) = % (i = x,y,7) entrainent

1
(& - i) (T - 1)) = §<5'1 - 0)

et donc I’interaction dipolaire magnétique s’annule en moyenne dans un fluide a I’équilibre
thermique. Les moments magnétiques interagissent aussi avec le nuage électronique qui
est dans leur environnement, ce qui entraine une interaction effective, a travers les li-
aisons chimiques, entre spin nucléaires. L’ analyse® de ces effets est non-triviale et con-
duit a un hamiltonien de type Heisenberg (anisotrope)

Z h],'jO'],' ® 0.
L J=X,Y,2
En fait J;; << fiw;, et cet hamiltonien peut &tre considéré comme une petite perturbation
de ’hamiltonien de départ régissant la précession de Larmor, qui lui est diagonal dans
la base computationnelle. Un calcul de perturbation a 1’ordre le plus bas montre alors
qu’il suffit de retenir la composante z de cette interaction.
Tout compte fait, le couplage entre spins sera modélisé par (on posera J,, = J)

Wint = hJO']Z ® 07;.
L évolution unitaire associée a cette interaction est

it
Unelt) = exp(—%%m) = exp(=itJo1, ® o).

C’est une matrice 4 X 4 diagonale dans la base computationnelle. Ses éléments diag-
onaux sont e *;e"; ei"; 7 De plus iJ << hw; (<< fwy). Cette séparation en-
tre échelles d’énergies est tres importante car elle signifie que [’échelle de temps des
interactions est mille fois plus grande que la durée des portes a un qubit. En effet,
Tint & 27” ~ 1072 — 1073 sec, alors que Tpulse ¥ i—’f ~ 107° sec. Ainsi le pas de temps
élémentaire des calculs quantiques par RMN est de 1’ordre de la millieme de seconde.
Cette échelle de temps n’est pas particulierement faible, comparée aux échelles de temps

6 Celle-ci fait appel a ’interaction de contact de Fermi entre le nuage électronique et le noyau, le principe
de Pauli et la régle de Hund.
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des ordinateurs classiques; mais le gain potentiel du calcul quantique provient de la
complexité potentiellement polynomiale des algorithmes, comparée a une complexité
potentiellement exponentielle dans le cas classique.

L’identité suivante, et son circuit correspondant (Figure 17.3), est a la base de la
réalisation de la porte CNOT .

CNOT = (1 ® H)R, ® Ry)Upy(t = %)(11 ® H)
Z

ou
T Oy 072z

T
Ry = explil 2k Ry = exp(iZ ).
! eXp(lz 2 ) 2 eXp(lz 2 )

) v)

D
A\

D
A\
[
A\

Iy 1x)

Figure 17.2 Circuit correspondant a I’identité pour la porte CNOT . Ici Uy, est I’évolution
unitaire due au couplage spin-spin. Les portes a un qubit sont réalisées grace a des pulses de
radiofréquences.

Prenons I’exemple de la molécule de chloroforme, ol les qubits sont les moments
magnétiques des noyaux 'H et '3C. Supposons que 'H est le qubit 1 et '*C le qubit 2.
Le protocole expérimental pour réaliser la porte CNOT est le suivant:

e A l'instant initial, envoyer un 3-pulse de fréquence w = wf, dans le plan xy: cela
réalise la porte de Hadamard sur le deuxiéme qubit. L’hamiltonien correspondant

est
h(/.)l

c .o C
——— (o cosw;t+oysinwt).
e Puis envoyer deux 7-pulses de fréquences w = wf etw = wf, dans la direction
z: cela réalise les deux rotations R; et R, d’angle 7/2 autour de z. L’hamiltonien
correspondant est

hwl
—To'z(cos Wit + cos ).

e Attendre un temps 7 = ;5. Pendant ce temps, les deux qubits €voluent selon leur
interaction naturelle d’hamiltonien

hJo, ® 0.

g: cela
réalise la derniere porte de Hadamard sur le deuxiéme qubit. L hamiltonien cor-

respondant est le méme que ci-dessus.

e A linstant final, envoyer un 3-pulse, dans le plan xy, de fréquence w =

Bien siir, I’interaction naturelle 7iJo, ® 0, agit aussi pendant les opérations sur les
qubits individuels (les m/2-pulses). Donc ce protocole expérimental ne réalise la porte
CNOT qu’approximativement. Mais le point important est que cette approximation est
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excellente, dans la mesure ou la durée des /2 pulses est négligeable - et peuvent donc
étre considérés instantanés - par rapport a 7y = 3. Finalement, n’oublions pas qu’au
cours de toutes ces opérations, les spins effectuent leur précession de Larmor autour de
la direction de Eo.

17.4 Refocalisation

Considérons pour fixer les idées 1’état obtenu apres avoir effectué le protocole du para-
graphe précédent pour la porte CNOT. A priori, cet état continue A évoluer avec I’interaction
naturelle entre les moments magnétiques. Comment pouvons-nous le préserver pendant
un temps appréciable, disons de I’ordre de la milliseconde ? Une autre situation d’intérét
serait celle ot nous voudrions effectuer des opérations sur certains qubits, tout en main-
tenant d’autres qubits dans un état donné pendant un temps de I’ordre de la millisec-
onde. A priori, cela peut sembler difficile dans la mesure ol les interactions naturelles
ne peuvent pas étre déclenchées a volonté. La technique de refocalisation permet de
contourner le probléme. Celle-ci joue un role capital dans la réalisation expérimentale
des algorithmes: en fait, comme nous I’illustrons dans le dernier le paragraphe, la plu-
part des opérations effectuées sont relatives a la refocalisation.

Soit £, < ti, deux instants initiaux et finaux, tels que #5, — ti, soit de I'ordre de
quelques millisecondes. Soit [ifj,) 1’état initial, d’un systeme de deux qubits, que 1’on
veut préserver. Son évolution naturelle le conduirait a 1’état final

[Wsin) = eXp(—i(tin — tin)JT1; ® 02)Win)-

Supposons maintenant qu’aux instants 2 et £, nous agissions avec un z-pulse cor-

2
respondant a la rotation
g
Ry, = exp(in%) ®1,

d’angle 7 et d’axe x agissant sur le premier qubit (par exemple ! H). Comme ces pulses

ont une durée négligeable par rapport a la durée totale de I’évolution, le nouvel état final

- appelons le | efoc) - sera donné par

i(tﬁn - tin) i([ﬁn - tin)
2 2

Il n’est pas difficile de vérifier I’identité mathématique exacte

|‘//refoc> ~ Rlx CXP(— Jo—lz ® G—Zz)Rlx eXP(— Jo-lz ® o-2z)|lﬁin>-

t t
1, ®1, =Ry, exp(—iEJO'lZ ® 02.)R1x exp(—izloqZ ® 02;),

valable pour tout ¢ et J. Donc
[Wrefoc) ~ Win)>

I’état obtenu par I’opération de refocalisation est une trés bonne approximation de 1’état
initial (idéalement voulu).

Le principe général exposé ci-dessus peut étre appliqué a des situations plus com-
pliquées. En un mot, 1’idée principale est de "corriger" la dynamique naturelle en agis-
sant avec de courts pulses sur les qubits individuels.
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Déplacements chimiques et effets de couplage

Il existe un effet important dont n’avons pas encore tenu compte: le déplacement chim-
ique (ou chemical shift). Dans I’environnement de la molécule, la fréquence de Lar-
mor nue d’un noyau est modifiée par I’environnement chimique du noyau. En effet, le
champ local ressenti par un noyau est égal a By plus des corrections diamagnétiques
et paramagnétiques provenant du nuage électronique. Cela est important car des noy-
aux identiques auront des fréquences de Larmor 1égerement différentes, ce qui permet
de les adresser individuellement par les pulses de radiofréquences. Le décalage de ces
fréquences de Larmor est appelé déplacement chimique.

Il y a encore un autre effet important sur les fréquences de Larmor dont il faut tenir
compte, qui provient du couplage spin-spin. Celui-ci entraine un "éclatement” de chaque
fréquence de Larmor en plusieurs fréquences satellites. Pour fixer les idées, considérons
4 nouveau la molécule de chloroforme. Supposons que 1’état du '3C soit |¢). Dans ce
cas I’hamiltonien effectif de ' H sera

hwi’ H H C
Hp = ol + TJpco {Plo? |¢).

Selon que |¢) = |T),|]) on obtient

H oy
Hep = My —22JHC)O_§,
et on trouve deux fréquences de Larmor effectives pour ' H. La fréquence de précession
est ! — 2Jyc quand '3C est dans I'état [1), et ¥ + 2Jyc quand °C est dans Iétat |]).
De fagon similaire, le '*C posséde deux fréquences de Larmor wf —2Juc et wg +2Juc
selon que 'H est dans ’état |T) ou |1).

Considérons la molécule de trichloroéthyléne (Figure 17.1). Les deux atomes de '*C
n’ont pas un environnement chimique identique, si bien que les déplacements chimiques
de leur fréquence de Larmor different. Cela est bénéfique car nous pouvons distinguer
les deux qubits ! De plus, chacune de ces fréquences est éclatée a cause du couplage
spin-spin. Il n’est pas difficile de voir que pour la molécule de trichloroéthylene il y
a trois groupes de quatre fréquences. En effet, wf est éclatée en quatre fréquences
satellites correspondantes aux quatre états possibles des deux CHBM, 11D 1L, 1),
De méme a)f est éclatée en deux groupes (un pour chaque carbone) de quatre fréquences
chacun correspondantes aux quatre états des noyaux voisins. La Figure 17.5 donne le
spectre des deux '3C. Les quatre fréquences de ' H sont plus élevées et ne figurent pas
sur cette échelle.

Il est facile de généraliser. Pour une molécule avec N noyaux de spin 1/2 (ou N
qubits) il y a a priori N fréquences de Larmor (a cause du déplacement chimique,
ceci est le cas méme si les noyaux sont identiques). A cause du couplage spin-spin,
on aura en réalité N groupes de 2V~! fréquences satellites’. Ces effets sont trés impor-
tant en spectroscopie par RMN. Les spectres moléculaires représentent une signature

7 Ceci est vrai si tous les déplacements chimiques sont différents. Sinon certaines de ces fréquences
satellites sont confondues.
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Figure 17.3 Spectre des deux '*C dans la molécule de trichloroéthylene. L origine des
fréquences est placée 125.77 MHz et I’échelle horizontale est en Hz. [Source: Nielsen and
Chuang, Quantum Computation and Information, CUP].

de la structure moléculaire, qu’il est souvent possible d’inférer a partir des différents
groupes de fréquences. Le nombre, la position et I’intensité des pics donnent de pré-
cieuses informations sur la molécule. En ce qui concerne les réalisations expérimentales
des algorithmes quantiques, il faut tenir compte de cet effet pour régler avec assez de
précision la fréquence des pulses. Il permet aussi comme indiqué plus haut de distinguer
les qubits associés a des noyaux identiques. Nous allons voir (Section 17.6) qu’il permet
aussi de lire les états de la base computationnelle.

Lecture des qubits

Dans les expériences de RMN, 1’observation de I’état moléculaire est réalisé grace a
une mesure sur un ensemble statistique de qubits. Le signal obtenu est donc directement
une valeur moyenne. Ainsi, il ne s’agit pas vraiment de la mesure projective d’un état
quantique individuel, mais plut6t d’une mesure collective. Bien sfir, la valeur moyenne
obtenue est conforme au postulat de la mesure.

Imaginons une expérience de RMN qui consiste a agir sur une solution moléculaire
par une suite de pulses créés grace a une bobine traversée par un courant alternatif. Cette
méme bobine va servir pour la mesure. L’ état final des qubits [Vg,) possede un moment
magnétique total (dans ce paragraphe nous laissons tomber les facteurs de proportion-
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nalité et les constantes)
N
S
M ~ (Wil ) &1 Win).
i=1

. . . L = .. .
Cette aimantation macroscopique précesse dans le champ By (autour de z) ce qui induit,
en conformité avec la loi de Faraday, une tension et un courant dans la bobine (ici nous
supposons que la bobine est orientée selon x et que sa résistance est R)

d
i(1) = RV(1) ~ == M(1).

Ce signal est une combinaison linéaire de signaux sinusoidaux de fréquences égales
aux différentes fréquences de Larmor constituant la précession de 1’aimantation. Une
analyse de Fourier donne un spectre de fréquences de Larmor (corrigées par les dé-
placements chimiques). Notons que le signal est exponentiellement décroissant sur une
échelle O(T), dans le domaine temporel, a cause des effets de relaxation de I’aimantation
vers une valeur d’équilibre (décohérence). Dans le domaine fréquentiel, cela se traduit
par un élargissement O(%) des raies spectrales. Si cet élargissement est trop grand, c’est-
a-dire la décroissance exponentielle du signal trop rapide, la mesure perd en précision.
Pour une seule fréquence on a

i(t) ~ e'T cos wyt.

La raie spectrale correspondante est une fonction Lorentzienne
T
1+ (- wp)?T?
Appliquons ces principes a la lecture des états de la base computationnelle. Nous
n’allons pas tenir compte des effets de relaxation, dont la description dépasse le formal-

isme élémentaire utilisé ici. Commencons par le cas le plus simple d’un état a N qubits
ayant tous la méme fréquence de Larmor, et de la forme

ITr--- 1.
Un 7/2-pulse renverse cet état dans le plan xy,
[Pin) = (IT) + e 1) @ -~ (IT) + e "*|1))

(2 une phase globale pres). Cet état possede une aimantation macroscopique (M (1), M,(t), 0)
précessant autour de z. Un calcul simple donne

w) ~

M, (t) ~ Nsinwrt,
ce qui implique pour le courant sinusoidal traversant la bobine
i(t) ~ Nwcos wit, et H(w) ~ No(w— wy),w > 0.

En commencant avec I’état initial ||| --- |), le 7/2-pulse donne I’état [Ps,) = (IT) —
e [V) @ - -+ (I1) — e7t|])), et mene finalement &

M, (t) ~ =N sin wt
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et

i(f) ~ —=Nw cos wit, et  Ww)~—-Néw-wr),w>0.

> J—Q—l—H

> 4%
C H

Wt T—v—#

> H—T—o—r

Figure 17.4 Représentation schématique des spectres de RMN correspondants aux états de la
base computationnelle du chloroforme (axe horizontal = fréquences de Larmor).

Ces calculs simples permettent de tirer un enseignement intéressant.

e Un qubit dans I’état |T) donne des pics positifs®.

e Un qubit dans I’état || ) donne des pics négatifs.

e Un qubit dans un état de superposition a|T) + B||) donne un spectre avec des pics
positifs et négatifs.

La Figure 17.6 donne une représentation schématique des pics associés aux états de la
base computationnelle pour le cas de 1la molécule de chloroforme.

Réalisation de I'algorithme de Shor

Nous exposons ici les grandes lignes d’une expérience remarquable de Vandersypen-
Steffen-Breyta- Yannoni-Sherwood-Chuang "experimental realization of quantum fac-
toring using nuclear magnetic resonance"”, Nature vol 414 pp. 883-887 (2001). Dans
cette expérience, le nombre 15 est factorisé expérimentalement en suivant les principes
de I’algorithme de Shor. En fait, il s’agit de calculer la période de la fonction f(x) =
a*mod 15 pour a premier avec 15. Ces auteurs ont réalisé I’expérience dans les deux
casa = 11 et a = 7. Ici nous allons illustrer cette expérience pour a = 7. Cette expéri-
ence, bien que ridicule du point de vue mathématique, est importante car elle prouve
que les principes du calcul quantique peuvent €tre réalisés en laboratoire. D’autre part
elle représente un tour de force de toute beauté.

Tout d’abord, nous résumons la théorie de 1’algorithme de Shor dans le cas concret
qui nous intéresse ici.

8 En pratique on verra plusieurs pics a cause de I’effet du couplage avec les autres qubits.



240

Réalisations Expérimentales

QFT
1. x2 E E Py
2 x E ol H ° M
4 9
5. ¢
6: 0
701

X0 X1
7 7

Figure 17.5 Circuit de 1’algorithme de Shor pour N = 15 et a = 7. Les qubits numerotés de 1 a 7
correspondent aux spins des noyaux de la molécule de la Figure 17.6. Les bits x,x;xo
représentent les entiers x € {0, 1, -, 7}. L’état entrant est |[000) ® [0001) = |0) ® |1).

La fonction f(x) = 7°mod 15 est représentée sur la figure pour les entiers x €
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,...}. Nous voyons que la période est r = 4 En d’autres termes,
I’ordre de 7 modulo 15 est égal a 4, un nombre pair. La factorisation est donc obtenue
en calculant PGCD(7%? + 1; 15) = 3et5.

Pour voir la périodicité de cette fonction il suffit de travailler avec les entiers {0, . . ., 7}.
11 faut trois qubits pour représenter les kets associés |x). Ainsi nous prendrons M = 23 =
8. Nous avons aussi besoin de stocker les images 7* mod 15. Pour cela, il faut au plus
4 qubits. 11 nous suffit donc de travailler avec 7 qubits au total. Notons aussi que si
X =xp+2x] +4x; + 8x3,

2x1 4x a8X3

a‘ =a“ada

et donc pour a = 7 (puisque 74 = 1)
7F = 7R7R,

L’exponentielle modulaire est donc contrdlée seulement par les bits xj et x;. Le circuit
de Shor est donné sur la figure 17.5. Cette figure illustre aussi la réalisation des deux
multiplications contrdlées par 7% et 7*'. Celle-ci fait intervenir uniquement des portes
CNOT et nous laissons au lecteur le soin de vérifier que ce sont les circuits voulus.

Nous distinguons quatre phases dans 1’évolution unitaire du circuit quantique. Cela
sera pratique pour discuter 1’expérience. Dans la phase (0), I’algorithme est initialisé
dans 1’état |0000001), qui correspond au produit tensoriel des "entiers" |0) ® |1). La
phase (1) correspond a I’action des portes de Hadamard qui prépare la superposition
cohérente

7

1

5 § lx) ®[1)
x=0

La troisieme phase (2) correspond aux opérations d’exponentiation modulaire. L’état
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Figure 17.6 Molécule de perfluobutadienyl utilisée dans la réalisation expérimentale de
I’algorithme de Shor. Les moments magnétiques des noyaux numérotés de 1 a 7 correspondent
aux qubits du circuit de la Figure 17.5. Pour un champ magnetique de 11.7 T, les fréquences de
Larmor decalées w; /2 (mesurées 2 470 MHz pour F'° et 125 MHz pour C'?) ainsi que les
couplages J;; sont données en Hz. Les temps de relaxation T;; et T, sont donnés en sec. [source:
[VSBYSC] Nature vol 414 pp.883-887 (2001)].

devient
O+ )+ (1) +I5SH®[T) + (12) +16) @ |4) + (13) + 7)) ®[3).

Enfin dans la quatrieme phase (3) on applique la transformée de Fourier quantique qui
donne 1’état sortant

une superposition des etats |0),|2),[4),16) faites le calcul !

Si nous appliquons maintenant le postulat de la mesure, nous trouvons Prob(y) = 1/4
pour y = 0,2,4,6 et Prob(y) = 0 pour y = 1,3,5,7. On observe que M/r = 2. Puisque
M = 2 = 8 on en déduit r = 4 ce qui est le bon résultat.

Ces dernieres remarques indiquent que lors de la lecture de I’état sortant, par les
techniques illustrées dans le paragraphe précédent, nous devrions observer des raies
spectrales correspondantes aux états [0) = [000), [2) = [010), [4) = [100), |6) = |110).
Discutons maintenant la réalisation expérimentale proprement dite.

Celle-ci utilise une solution contenant des molécules de synthése contenant, entre
autres, 7 noyaux actifs de spin 1/2. Plus précisément, ily a2 C'* et 5 F'°. Une représen-
tation schématique de la molécule est donnée sur la Figure 17.6, avec la numérotation
utilisée pour les qubits. Les fréquences de Larmor déplacées ainsi que les couplages
des 7 noyaux actifs peuvent étre déterminés expérimentalement et sont donnés a titre
d’indication dans la table. On peut penser a chaque molécule comme a un "circuit quan-
tique" ou du moins un substrat pour le circuit.

La Figure 17.7 montre la séquence de pulses utilisée pour réaliser les portes a un
qubit, les portes a deux qubits étant réalisées de facon naturelle via les couplages spin-
spin.

Figure 17.7 Séquence temporelle des pulses de radio-fréquence agissant sur les qubits 1 2 7 de
la molécule. [source: [VSBYSC] Nature vol 414 pp.883-887 (2001)].

Sur cette figure, les lignes de 1 a 7 représentent les 7 qubits (noyaux), 1’axe horizontal
représente le temps et les barres verticales indiquent les instants auxquels agissent les
pulses. Comme expliqué plus haut, la durée de chaque pulse est négligeable (de 1’ordre
de 107 sec) par rapport aux intervalles de temps séparant les pulses (de 1’ordre de 1073
sec) correspondant a 1’évolution naturelle. On distingue 4 phases séparées par les lignes
verticales pointillées. La phase d’initialisation (0) nécessaire a la préparation de 1’état
initial, la phase (1) de préparation de I’état de superposition cohérente, la phase (2) qui
est la plus longue (d’une durée totale de ~ 400 ms) calcule I’exponentielle modulaire,
et enfin la phase (3) qui effectue la QFT (d’une durée de ~ 120 ms). La durée totale
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Figure 17.8 Spectre expérimental des trois premiers qubits apres la préparation de 1’état initial.
I s’agit d’un état de mélange approximant bien I’état pur [T77). [source: [VSBYSC] Nature vol
414 pp.883-887 (2001)].

de I’expérience est de 720 ms. Notons que la technique utilisée pour la préparation de
I’état initial n’est pas triviale et fait partie des innovations de cette expérience. En effet,
a priori, 1’état des 7 qubits, n’est pas 1’état pur |[0000001), mais un état de mélange
thermique qui est ramené a un état "pseudo-pur" par des opérations appropriées. Cette
étape constitue en fait une limitation importante pour réaliser le calcul quantique quand
le nombre de qubits augmente. Nous n’en disons pas plus ici.

Donnons quelques informations supplémentaires sur les différents types de pulses
utilisés. Les barres hautes rouges sont des 7/2 pulses correspondant a des rotations au-
tour des axes x positif (pas de croix), x négatif (croix inférieure), et y positif (croix
supérieure). Quand ces barres sont isolées elles représentent des portes de Hadamard
alors que quand elles surviennent par paires, elles sont séparées par une évolution cor-
respondant a une porte a deux qubits. Les barres bleues représentent les pulses utilisés
pour la refocalisation. Ce sont des rotations d’angle & autour de 1’axe x (positif — bleu
foncé; négatif — bleu clair). Les petites barres vertes représentent des rotations autour
de z.

On remarquera que la grande majorité des pulses utilisée ont trait a la refocalisation,
et non pas aux portes du circuit quantique de Shor. La séquence de pulses nécessaire a la
refocalisation a été calculée par simulations numériques, avant d’étre implémentée dans
I’expérience de RMN. De plus, un modele de décohérence a été utilisé pour simuler la
dynamique. Tous ces aspects dépassent de loin le cadre de cette introduction.

Passons finalement a 1’étape finale qui consiste a lire [’état sortant des qubits. On
utilise des /2 pulses de lecture réglées sur les fréquences de résonance des 3 premiers
qubits. Leurs spins basculent dans le plan xy et précessent autour de z, ce qui induit, en
vertu de la loi de Faraday, un signal dans la bobine. Le spectre de Fourier de ce signal
est donné sur la Figure 17.9.

Figure 17.9 Spectres théorique idéal (premiere ligne), expérimental (deuxieme ligne) et simulé
avec un modele de décohérence (troisieme ligne) des trois qubits a la sortie du circuit. [source:
[VSBYSC] Nature vol 414 pp.883-887 (2001)].

Ce spectre contient plusieurs fréquences a cause des nombreux effets de chemical
shift. Néanmoins, on peut immédiatement en déduire que, dans I’état sortant, le qubit
0 était dans 1’état |T) (c.-a-d. |0)). D’autre part, les qubits 1 et 2 sont dans des états de
superposition de |T) et ||) (c.-a-d. |0) et |1)). On peut donc en déduire que I’état sortant
était une superposition de

|000), |010), [100), [110).

Les entiers intervenant dans cette superposition sont |0), |2), [4), |6), comme prédit par
la théorie. Cela permet de conclure que M/r = 2 et donc r = 4, puisque M =23 = 8.
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18.1 Projet 2019

Inégalités de Bell (version CHSH): implémentation sur une machine quantique
d’IBMQ

Le but de ce projet est d’implémenter un test de des inégalités de CHSH (vues en cours)
sur un NISQ-device d’IBMQ. Dans un premier temps, vous allez préparer des états de
Bell. Dans un deuxiéme temps, vous implémenterez le protocole des mesures faites par
"Alice" et "Bob" puis calculerez le coefficient de corrélation de CHSH.

i) Vous pouvez créer vos circuits sur le "Composer" dans un premier temps et les
tester d’abord sur le simulateur, puis faire I’expérience réelle.

ii) Ensuite vous pourrez créer des notebooks avec le langage Quiskit, simuler vos cir-
cuits avec le quasm-simulator, faire 1I’expérience sur les machines.

Tout d’abord: Allez sur le site https://www.ibm.com/quantum-computing/ et familiarisez-
vous avec les informations. Ensuite, inscrivez-vous avec votre adresse email.

Composer: Vous pouvez utiliser directement le "Composer" pour créer des circuits, les
simuler, puis faire les expériences.

Qiskit: familiarisez-vous grice aux nombreux tutoriels sur le site. Pour utiliser les
vraies machines avec Qiskit, créez un "account” et générez un API token. Une fois
le compte sauvé ("load account" et "save account" dans Qiskit) il n’y a plus besoin de
re-générer un nouveau token a chaque fois. Vous pouvez utiliser le simulateur, choisir
une vraie machine avec une faible queue ou sélectionner la machine "least busy" (voir
commandes sur Qiskit).

Etapes principales du projet: (a faire sur le Composer d’abord, puis avec le lan-
gage Qiskit).

1) Créez un circuit a deux qubits avec input |00) et output |Byy) = \/LE(IOO) + |11)).
Faites des mesures des deux qubits (dans la base computationnelle) et obtenez des his-
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togrammes. Familiarisez-vous avec le résultat quand vous faites "1 shot", "1024 shots",
etc. Observez les résultats sur le simulateur et sur les vraies machines.

2) Faites de mé&me pour les 3 autres états de Bell. Observez que 1’entrée du circuit est
toujours |00). Vous devez donc ajouter des portes appropriées.

3) Maintenant reprenez le circuit qui prépare I’état de Bell. Le premier qubit est celui
"d’ Alice" et le second celui de "Bob." On rappelle le protocole expérimental pour tester
I’inégalité de Bell:

e Mesures de type 1: A et B font N mesures dans les bases
e Mesures de type 2: A et B font N mesures dans les bases
e Mesures de type 3: A et B font N mesures dans les bases
e Mesures de type 4: A et B font N mesures dans les bases

o), l L)} et {1B), |BL)}-

), lar )} et {|B"), 1B}
), e )} et {[B), [B.L)}-
), la’ )} et {[B7), 1B}

IIs mettent en commun leurs résultats puis calculent le coefficient de corrélation:

—_—— —— —~—

Xcusu = Moy, (ab) + Moy, (ab’) — Moy,(a’b) + Moy, (a’b’)

ol Moy est une moyenne empirique. Pour les angles optimaux suivants @ = 0, @’ = %

4 9
B =%,B = —% lathéorie prévoit que X "eie =2 V2.

On veut tester ce résultat:

4) Créez 4 circuits qui implémentent les 4 types de mesures. Indication: Comme on ne
peut faire des mesures que dans la base computationnelle, {|0),|1)} vous devez ajouter
des portes quantiques, qui operent le changement de base, juste avant 1’opération de
mesure.

5) Collectez les histogrammes pour N = 1024 (ou N = 8192) pour chaque circuit.

2411 simulateur : experience . .
6) En déduire X7 7c" (sur le simulateur) et X o, (sur une vraie machine).
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Projet 2020

Le but de ce projet est d’étudier le probleme d’échantillonnage d’une distribution de
probabilité classique grice a I’utilisation d’un NISQ-device. A la fin de ce rapport, nous
donnons des raisons qui poussent a s’intéresser a ce probleme et des liens sur de la lit-
térature récente. Il n’est cependant pas nécessaire de lire cette littérature (qui va au-dela
de la matiere enseignée en classe) pour pouvoir faire le projet.

Logez-vous sur https://quantum-computing.ibm.com/ et créez un compte avec e-mail
epfl. Acceptez le contrat d’utilisateur. Une fois sur la page principale, générez un "to-
ken" que vous pouvez sauvegarder. Ce "token" n’est a générer qu’une fois et restera le
méme par la suite. Familiarisez-vous avec le site web IBMQ en essayant d’implémenter
les circuits de base vus en cours.

Quelques ressources utiles (mais pas obligatoires) sont:
https://youtu.be/alNZC5rqQDS8 (une série de petites vidéos pour apprendre a travailler
avec Qiskit)
https://qiskit.org/textbook/ch-algorithms/teleportation.html (ce lien montre aussi com-
ment implémenter la téléportation quantique et est trés bien pour apprendre comment
construire des circuits et lancer des expériences.)

Le principe général

Considérez une distribution de probabilité p(cy, ¢, ..., c,) de n variables binaires c; €
{0,+1}. En d’autres mots, il y a 2" entrées possibles et, pour chacune d’elles, 0 <
plcr,ca,..ocn) < et 3o o corrp P(C1,C2,...,¢y) = 1. Supposons que nous avons

a disposition n bits quantiques, qui vivent dans 1’espace de Hilbert C®”. On dénote par
[cica ... cy) les états de la base computationnelle, ot ¢; € {0, 1}. Etant donné la distribu-
tion p, supposons que nous puissions trouver une matrice unitaire U : C®" — C®" telle
que

lKcica . ..caUI0,0,...002 = p(ci,ca, ...\ cn). (18.1)

Si nous pouvons implémenter U avec un circuit quantique avec un nombre raisonnable
(disons polynomial en n) de portes logiques élémentaires, alors nous pouvons échantil-
lonner la distribution p en un temps polynomial (pour chaque échantillon).

Autrement dit, nous cherchons un circuit quantique tel que: 1) ’entrée du circuit est
|0Y®"; 2) la sortie est U]|0)®"; 3) la mesure de la sortie dans la base computationnelle
donne |cic; . .. c,) avec probabilité donnée par 1’équation (18.1).

Le circuit quantique implémente un échantillonneur. Pour n plus petit que 20 (approx-
imativement), nous serons capable de I'implémenter physiquement sur un NISQ-device.



248

Projets

Une distribution de probabilité

Considérons la distribution de probabilité suivante pour n > 3:

2
n—1
1 - . .
pler e = o5l ) CDERexplio Y -1 1" + DM -1)"))
by,...,b,€{0,1}" i=1
(18.2)
ou 6 € [0, 7]. En particulier
1 S G
pQ.....00= Z exp {iO(Z(—l)b"(—l)b"“ + (=D =Dn))| = 5
by,...,b,€{0,1}" i=1
(18.3)

La quantité Z(if) est le facteur de normalisation (ou "fonction de partition") dudit
modele d’Ising, ou s; € {—1, +1}
1 n—1
58255 S0) = 5= J iSit1 + Sy 18.4
n(sy, 82 Sn) Z(J)exp{ (;SSH ssl)} ( )
calculée pour J = if. Ici, la fonction de partition peut étre calculée exactement et nous
admettons le résultat suivant (plus de détails dans 1’ Appendix)

Z(J) = 2"((cosh J)" + (sinh J)") et Z(if) = 2"((cos )" + "(sin )" (18.5)
Ceci donne la formule explicite

p(0,...,0) = |(cos B)" + i"(sin §)"| *. (18.6)

Le circuit quantique pour I’échantillonnage de p(c,...,c,)

Considérez le circuit de la Figure 18.1. L’état d’entrée est |0)®". On applique une porte
de Hadamard a chaque qubit, ensuite on applique une matrice unitaire D suivie d’une
deuxieme série de portes de Hadamard. Finalement, nous mesurons dans la base com-
putationnelle. Le résultat est une suite aléatoire de bits classiques cy, ..., Cy.

Dans la Section 18.2, vous serez guidés a travers une série de questions dont les
objectifs sont:

e Découvrir quelle matrice unitaire D est telle que les résultats de la mesure sont des
échantillonnages de la distribution (18.2). Autrement dit, pour quel D nous avons:

Kcts - .. cal H"DH®"0, ..., 00 % = pler, ..., cn) (18.7)

e Trouver un circuit simple pour D ?

e Implémenter le circuit sur les machines NISQ d’IBMQ, disponibles au public et
produire des histogrammes pour des petites valeurs de n et quelques valeurs de 6.

e Comparer les courbes théoriques pour p(0,...,0) en fonction de 6 avec les courbes
(les points) expérimentales.
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) W) )

Figure 18.1 Circuit d’échantillonnage : le temps évolue de gauche a droite

Questions guidées

Sortie d’un circuit pour D diagonal

Considérons la classe des matrices D diagonales. Exprimé dans la base computation-
nelle, on a Dby, ..., b,) = ¥CvPIb, . b,) ot ¢ : {0,1)* — R est une fonction
réelle.

a) Calculez ;) puis |y;). Aide: Commencez avec n = 1, n = 2 puis généraliser
pour n’importe quel n.

b) Prouvez que la sortie du circuit juste avant la mesure est

1 " bici i
Ws) = 5, Z { Z (=1)Zm bicig ¢<b'~~~”">}|c1 L Cn) (18.8)
by...b,€{0,1}*

C1yeensCn€{0,1}

Aide: Vérifiez que H|b;) = % Zc,=0,1(—1)b"c"|ci> et utilisez cette formule.

¢) Quelle est la distribution de probabilité obtenue par une mesure dans la base com-
putationnelle?

Trouver la matrice D
En comparant avec I’équation (18.2), nous devons trouver une matrice D de taille 2" x2"
telle que (b1, ..., b,) = 9( Z?:‘ll(—l)bf(—l)b"” + (—1)""(—1)"1).

d) Vérifiez que pour deux qubits, on a €®182|p b,y = D" ED2 | by o0 Z =
1 0 . . o . . .
( ) Déduisez-en D exprimée comme combinaisons de matrices de Pauli Z; qui

0 -1
agissent sur les qubits i = 1,...,n.

e) Le circuit pour D est représenté a la Figure 18.2, ou I représente la porte €22,
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Montrez que cette porte est équivalente (a une phase globale pres, qui n’a pas d’importance)

a CNOT(1 ® R(6))CNOT ou R(6) est la porte de phase ((1) 6—021‘9)'

|43)

Figure 18.2 circuit d’échantillonnage avec I’implémentation de D

Implémentation sur IBMQ

Commencez par vous familiariser avec le site web de IBMQ:
https://quantum-computing.ibm.com/ Jouez avec le Composer pour vous habituer avec
les circuits et utilisez le simulateur ainsi que les vraies machines NISQ. Découvrez
également les bases du langage de Qiskit & 1’aide des exemples donnés en classe et a
travers les nombreux tutos disponibles sur le web.

f) D’abord, utilisez le composer (I’interface graphique) pour implémenter le cir-
cuit avec un petit nombre de qubits et choisissez le simulateur pour produire les his-
togrammes théoriques p(ci,...,c,). Ensuite, lancez I’expérience avec une vraie ma-
chine et comparez les histogrammes. Faites ceci pourn = 3,0 = n/5,n/3 etn = 4,0 =
n/5, /3 (la machine peut avoir plus que 3 ou 4 qubits; ignorez simplement les qubits en
plus en ne faisant aucune opération dessus; notez cependant que vous devrez peut-&tre
inclure I’opération de mesure a ces qubits de trop.

Remarque: la porte "¥7®7 est déja implémentée sur Qiskit. Cependant, nous préférerons
utiliser I’'implémentation qui provient de la question e) au-dessus.

g) Ecrivez un code Qiskit qui implémente le circuit. Vérifiez que

p(0,---,0) = |(cos O)" + "(sin 6)"|*

en langant le simulateur et 1’expérience sur des vraies machines NISQ pour 6 € [0, 7]
pourn =4,5,6,7,8,9, 10. Choisissez un pas de taille 668 = /32 pour les points expéri-
mentaux (c.-a-d., pour chaque n, il y a 32 points expérimentaux). Vous avez le choix
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d’utiliser les machines quantiques de votre préférence et comparez les niveaux de bruits
(jusqu’a 5 qubits, il y a beaucoup de machines différentes qui sont disponibles, donc
essayez avec deux ou trois différentes, mais pour n > 6, il n’y a actuellement qu’une
seule machine disponible.

Motivations et informations complémentaires

Récemment, GOogle a annoncé avoir prouvé la avantage quantique (ils 1’ont appelé
suprématie quantique) dans le probleme de I’échantillonnage d’une distribution faite
a partir des permanents d’une classe spéciale de matrices. Ils ont utilisé des machines
NISQ avec une cinquantaine de qubits et ont donc échantillonné a partir d’une distri-
bution avec 2% états (classiques). Puisqu’on ne sait pas comment calculer efficacement
les permanents avec les méthodes classiques et que 1’espace d’état est énorme, c’est
un probleme non trivial de produire des certificats qui certifient que le dispositif NISQ
produit vraiment des échantillons corrects.

Le probléme étudié dans ce mini-projet est trop simple pour aborder des questions
liées a un avantage quantique. Néanmoins, il s’agit d’une illustration non triviale de la
maniere dont un dispositif quantique peut en principe étre utilis€ comme échantillon-
neur.

Pour plus d’informations, voir ’article de synthése : "Quantum sampling problems,
BosonSampling and quantum supremacy" par A. P. Lund, M. J. Bremner et T. C. Ralph
; npj Quantum Information (2017)3:15 ; www.nature.com/npjqi

Annexe : fonction de partition du modele d’Ising
unidimensionnel

La lecture de cette section n’est pas nécessaire pour le projet et est 14 pour étre complet.

Le modele d’Ising est un modele mathématique en physique statistique pour le phénomene
du magnétisme. On considére qu’un aimant est constitué par I’ensemble d’un nombre
macroscopique de degrés de liberté magnétiques d’atomes. Ces degrés de liberté mag-
nétiques sont grossierement modélisés par des variables n s;, 1 < i < n, prenant des
valeurs dans {+1}. Ici, nous considérons juste une version simple du modele ou les
atomes sont disposés dans un réseau cristallin cyclique "unidimensionnel" (voir Figure
18.3) et chaque atome interagit avec ses deux voisins (ce modele a été introduit par Lenz
et étudié par Ising dans les années 1920).

Nous montrons ici comment calculer le facteur de normalisation de la distribution

(18.4). Ce facteur de normalisation est appelé "fonction de partition" et joue un rdle
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Figure 18.3 Modele d’Ising avec condition au bord périodique

central dans la théorie. II est donné par

n—1

Z(J) = Z exp {J(Z SiSir1 + snsl)}.

SoeeaSp€{=1,+1}" i=1

Nous utilisons une méthode appelée la méthode matrice de transfert. Considérons la

matrice T,
T = el e’ [Ty T4
e ) T\T. T
Avec un léger changement de notation s; = +, — et s,.; = s; la fonction de partition
peut étre écrite comme

n

2= 3" [ [Tosm
1

sefx) i=
On remarque que cela équivaut a
Z =tr[T"]

Pour calculer la trace de 7" on calcule d’abord les valeurs propres de 7', et on les appelle
A1 et 4,. Notez que

T=¢T+e’X
. 1 0 . . 0 1 . .
oul = 0 1 est la matrice identité et X = L 0 une des matrices de Pauli. Les

valeurs propres sont donc A; = ¢/ + ¢/ = 2coshJ et A, = ¢/ — e/ = 2sinh J. Ainsi

Z(J) =trT" = A} + 25 = 2"((cosh J)" + (sinh J)")
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Projet 2021
Un jeu quantique... le carré magique de Mermin-Peres

Les carrés magiques sont abondants en mathématiques et impliquent généralement des
contraintes satisfaites par toutes les colonnes et lignes d’une grille de nombres. Parfois,
leur conception peut devenir ardue, voire impossible.

Prenons I’exemple suivant. Supposons que nous voulions construire un carré mag-
ique 3 x 3 avec des nombres dans S = {1, 1} tels que leur produit fasse 1 pour chaque
ligne et —1 pour chaque colonne.

Question 1: Soit
1 1 1
M=|-1]1]-1 (18.9)
1 |-1]-1

Est-ce que M satisfait les contraintes ci-dessus sur les lignes et les colonnes ? Montrer
qu’en fait aucun carré magique 3 X 3 n’existe avec les contraintes ci-dessus.

Astuce : considérez L; = [];M;; et C; = []; M; . Calculez [];L; et [];C;. Que
pouvez-vous en conclure ?

Malgré ce probleme, Alice et Bob sont mis au défi par Eve avec le jeu du carré
magique, qui est joué de la maniere suivante:

1. Au début, Alice et Bob peuvent discuter ensemble aussi longtemps qu’ils le souhait-
ent et planifier une stratégie.

2. Ils sont ensuite isolés dans deux pieces séparées sans possibilité de communication.

3. Eve tire un nombre aléatoire i € {1,2, 3} uniformément et I’envoie a Alice unique-
ment. Alice doit remplir la ligne i avec trois nombres a;;, a», a;3 dont le produit vaut
1, et envoyer secrétement les nombres a Eve. Bob n’a pas acces a ces informations.

4. Eve tire un nombre aléatoire j € {1, 2,3} uniformément et 1’envoie uniquement a
Bob. 11 doit ensuite remplir la colonne j avec trois nombres by, by, b3; dont le pro-
duit vaut —1, et envoyer secrétement les trois nombres a Eve. Alice n’a pas cette
information.

5. La ligne i et la colonne j se coupent au niveau de "I’élément de matrice" ij. Eve
déclare qu’Alice et Bob gagnent la partie si a;; = b;;, autrement dit si les choix
d’Alice et de Bob sont compatibles. Sinon Eve déclare qu’ils perdent la partie.

Question 2 : Expliquez pourquoi il n’est pas possible pour Alice et Bob de con-
cevoir une stratégie qui gagne toujours la partie. Concevez une stratégie simple telle
qu’Alice et Bob gagnent le jeu avec une probabilité maximale (aucune preuve formelle
demandée).

Heureusement, Alice et Bob savent que nous ne vivons pas dans un monde classique.
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En effet, ils ont suivi des cours de physique quantique a ’'université et ils sont méme
capables de construire de simples dispositifs quantiques ! Par conséquent, avant d’étre
isolés, ils préparent une stratégie quantique (cette stratégie satisfait a I’exigence de non-
communication apres leur séparation).
IIs préparent 2 qubits intriqués au maximum (paires EPR ou Bell) dans I’état :
1 1
W)ap = —=IBoo)a,s ® —=IBoo)a,s (18.10)
V2 V2

L L
V2 V2

Notez qu’ils préparent un réservoir suffisamment grand de tels états pour pouvoir

(100)4,.,8, + 111)4,.8,) ® —= (100)4,,5, + [11)4,5,) (18.11)

jouer plusieurs tours du jeu (mais pour fixer les idées, nous allons simuler un seul tour
dans notre discussion).

Par conséquent, ils partagent quatre qubits au total. Lorsqu’ils sont séparés, Alice
emporte les qubits A; et A, tandis que Bob recoit By et B,. Avant d’aller plus loin dans
le jeu, ils se sont également mis d’accord sur un ensemble mystérieux de 9 observables
et ont rempli le carré magique avec ces observables :

o,®0y | 0,01 1®0,
O=| 0,80, | —0,80; | —0,®0, (18.12)
o, Q0, 1®c, . ®1

Pour aller plus loin, il est utile de garder a I’esprit les aspects suivants du postulat de
mesure :

1. Une observable est une grandeur mesurable décrite par une matrice hermitienne.

2. L’appareil de mesure projette I’état (ou fonction d’onde) sur I’'un des vecteurs de la
base propre |v) de 1’observable.

3. La valeur mesurée par 1’observable est donnée par la valeur propre associée au
vecteur propre.

4. Les mesures simultanées de plusieurs observables ne sont possibles que pour les
observables qui commutent puisque dans ce cas, elles ont une base propre commune.

5. La regle de Born indique que P [|y) — |v)] = [(VI)?. Si une valeur propre est
dégénérée, la probabilité de mesurer cette valeur propre est la somme de ces proba-
bilités sur les vecteurs propres correspondants.

Une remarque utile pour plus tard est la suivante: lorsque les valeurs propres sont
dégénérées, les vecteurs propres correspondants (et donc la base propre) ne sont pas
uniques.

Question 3 : Vérifiez par exemple I’observable Q12 = ox®1. Quelles sont les valeurs
propres possibles de cette observable ? Donnez deux ensembles de vecteurs qui forment

une base propre possible.

La stratégie quantique d’Alice et Bob est la suivante. D’abord ils préparent et
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partagent 1’état |i/), 5. Apres avoir recu une ligne i, Alice fait la mesure décrite par
les observables Q; i, Qi», Q; 3, stocke les résultats dans a;1, an, a;3, et envoie ces trois
nombres a Eve. Bob procede de la méme maniére, il stocke les résultats d’une
mesure simultanée des observables Q, ;, 0> ;, Q3 ; dans by;, by, b3, et envoie les
trois nombres a Eve. Il s’avére que c’est toujours une stratégie gagnante. Vous
allez étre guidé a travers la théorie, puis vous implémenterez le jeu sur les ap-
pareils NISQ de IBMQ !

Question 4 : Vérifiez les propriétés suivantes du carré magique quantique Q :

1. Vérifiez que les observables dans les lignes et les colonnes commutent. Par con-
séquent, les mesures simultanées (par Alice) dans une ligne donnée et les mesures
simultanées (par Bob) dans une colonne donnée sont autorisées.

2. Vérifiez également que si les observables n’appartiennent pas a la méme ligne ou
colonne, ils ne commutent pas nécessairement. Notez que la stratégie d’Alice et Bob
ne nécessite pas de telles mesures simultanées !

3. Calculez les produits [1; Qi ; pour chaque j, et les produits []; Q;; pour chaque i.
Qu’observez-vous ? Comparez avec le carré magique classique ot nous n’utilisions
que des nombres dans S = {—1, +1}.

Afin de mieux comprendre les observations précédentes, rappelons que si deux opéra-
teurs commutent, alors ils peuvent étre diagonalisés dans une base commune. Par ex-
emple, dans la base B’f = {|[++), [+-), |=+), |-—)}, les opérateurs Q| = 0, ® 0y, Q12 =
o, ®1, 0,3 =1® 0, peuvent étre diagonalisé car ils s’écrivent :

1 0 0 0 10 0 0 1 0 0 0
0 -1 0 0 01 0 0 0 -1 0 0
Qu=lg o -1 0 Q2=ly o -1 o Q3=lg 0 1 o0
0 0 0 1 00 0 -1 0 0 0 -1
(18.13)

Question 5 : Pour chacun des 4 résultats possibles dans B‘l‘ pour Alice lorsqu’elle
obtient la ligne i = 1, spécifiez quel résultat est stocké dans [a;;, apn,a;3), et vérifiez que
le produit est égal a 1.

Question 6 : Voyons maintenant ce qui se passe du coté de Bob lorsqu’il obtient la
colonne j = 2. Trouvez la base commune Bg pour les opérateurs Q12,022,032 et
pour chacun des 4 résultats possibles dans BE, expliquez quel résultat est stocké dans
(b1}, baj, b3jl. Vérifiez également le produit by jb, b3 .

Question 7 : Continuons a supposer qu’Alice a obtenu i = 1 et que Bob a obtenu
Jj = 2. Pour gagner le jeu, ils doivent avoir mesuré ayy = byy. Calculer la probabilité
P(a;; = byy) = Plaj; = 1,b1n = 1) + P(aj; = —1,b1» = —1) en utilisant comme entrée
la fonction d’onde )4 p mentionnée précédemment. Que concluez-vous ?
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Question 8 : Afin de tester ces résultats expérimentalement, vous utiliserez un appareil
NISQ de IBMQ et répliquerez les résultats possibles pour le cas spécifique i = 1 et j =
2. Concevez le circuit quantique approprié. Notez qu’IBMQ vous permet uniquement
d’effectuer des mesures dans la base de calcul {|00),]01),(10),|11)} vous devrez donc
trouver un moyen de contourner ce probleme en utilisant un changement de base. Votre
circuit doit avoir la forme suivante :

10y, ———

Chgmt de base pour Alice

104, ———

Prép. de I’état

10y, ————

Chgmt de base pour Bob
O ———

Maintenant, exécutez votre circuit sur la machine "simulateur" IBM. Notez les sor-
ties et discutez les résultats : quelle sortie correspond a quels résultats a;1,apn, a3 et
b1j,byj,b3j ? Alice et Bob respectent-ils les régles du jeu ? Gagnent-ils le jeu tout le
temps ?

Question 9 : Si vous étes satisfait de votre circuit quantique, vous pouvez main-
tenant le faire fonctionner sur une vraie machine quantique ! (Selon la disponibilité
des ressources, la file d’attente de lancement peut prendre jusqu’a quelques minutes).
Observez-vous une différence avec les résultats de la question 8 ? Pourquoi?

Question 10 : Supposons maintenant qu’Alice recoive i = 3 et Bob j = 1.

1. Quelle est la base commune Bg‘ pour les observables d’Alice ? Quelle est la base
commune B’f pour les observables de Bob ?

2. Proposer un circuit quantique comme a la question 8, exécutez-le sur "simulateur" et
notez les sorties avec les résultats correspondants a;1, ap, a;3 et by j, baj, bz ;. Exécutez
le circuit sur une vraie machine quantique.

Question 11 : Supposons maintenant qu’Alice recoive i = 2 et Bob j = 3.

1. Quelle est la base commune Bﬁ pour les observables d’Alice ? Quelle est la base
commune Bg pour les observables de Bob ?

2. Proposer un circuit quantique comme a la question 8, exécutez-le sur "simulateur” et
notez les sorties avec les résultats correspondants a;1, ap, a;3 et by j, baj, bz ;. Exécutez
le circuit sur une vraie machine quantique.
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Question bonus. Ecrivez un code Qiskit qui traite toutes les possibilités de lignes et
de colonnes pour Alice et Bob (il y a donc 9 circuits possibles). L’entrée doit étre la
ligne i et la colonne j. La sortie devrait étre un histogramme avec les réponses d’Alice
et de Bob. Exécutez-le sur le simulateur, puis sur une vraie machine quantique.
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18.4 Projet 2022
Grover et le probleme 3-SAT

Le probleme 3-SAT est une instance bien connue de la classe de problemes NP-complets.
Elle consiste a disposer d’une liste de bits classiques b, ..., b, et a trouver la solu-
tion d’un prédicat donné sous forme de conjonctions de trois-disjonctions. Par exemple,
voici un prédicat 3-SAT :

Sy, =@ VyV-z2)A(xV-ayVza) AKXV -ayVyz) (18.14)

On cherche des solutions de f(x,y,z) = 1. On peut vérifier avec une recherche ex-
haustive pour cet exemple que les solutions sont 000, 100, 011, 101, 111. L’utilisation
de I’algorithme de Grover peut aider a trouver des solutions d’un prédicat avec une ac-
célération quadratique sur une recherche exhaustive naive. Nous allons donc I’implémenter
dans ce mini-projet.

Question 1 Nous considérons le prédicat 3-SAT [ défini comme :

f(xyz) = (=xVayV-az) A(mxVayVZ)A(X VYV AV -YyVAXVYV-2)AXVYVZ)
(18.15)
Trouvez toutes les solutions possibles.

Dans les questions suivantes, vous implémenterez des circuits de style Grover pour
trouver des solutions. Combien de fois devrez-vous appliquer 1’opérateur Grover et
pourquoi ?

Nous allons maintenant concevoir un circuit pour résoudre le probleme ci-dessus.
dont la forme générale est:

0 ——] ]

0 ——— | Réflection
Prép. de I’état Oracle Uy

0 ——— -

10)

Question 2 Concevez d’abord la porte oracle Uy qui doit étre telle que U|xyzc) =
lxyz) ® e @ f(xyz))

Question 3 Concevez 'opérateur de réflexion et montrez la preuve analytique de
votre conception. Vous devrez peut-étre trouver une extension appropriée de I’opérateur
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de réflexion vu dans le cours.

Question 4 Exécutez votre circuit dans IBMQ. Pouvez-vous récupérer les solutions?
Y’a-t-il du bruit ?

Supposons que nous ne pouvons utiliser que 3 qubits sur les machines quantiques. Le
circuit peut en réalité étre simplifié sous la forme suivante :

10y, ——— — ——~
10y —— 1 Prép. de I'état Oracle U; |—| Réflection
0y, ——— —

Question 5 Trouvez un bloc Uy tel que Ugl|xyz) = (=1)/™9|xyz) et relancez votre
circuit sur I'’IBMQ Machines. Comparez vos résultats avec la question précédente.

Astuce : dans les circuits ci-dessus, vous pouvez utiliser la porte de Toffoli.






Notes






